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Predmluva

Tento ucebni text je urcen pro nadané studenty 1. az 4. ro¢niku ctyrletych gymnazii, ktefi se
chtéji vice rozvijet v oblasti matematiky, nebot teorie matic, determinanti a feSeni sou-
stav linearnich rovnic pomoci nich nepatti mezi partie stredoSkolské matematiky.

Autorka si predsevzala nelehky kol pribliZit matematiku vyucovanou prevazné v prvnim ro-
ce vysokosSkolského studia studentim gymnazii, doplnit teorii srozumitelnymi priklady
z oblasti ekonomie, statistiky, financni matematiky ¢i demografie, ve kterych lze vyucované
matematické modely a postupy vyuZit.

Cilem tohoto textu je ukazat, v kterych oblastech a jakym zptisobem Ize matematické metody
aplikovat, a motivovat studenty ke studiu matematiky.

Publikace obsahuje mnoZstvi feSenych i nefeSenych prikladi s vysledky k samostatnému stu-
diu.

Autorka dékuje recenzentlim, ktefi se svymi cennymi pripominkami zaslouzili o zkvalitnéni
textu.



1. Vektory

Aritmetické vektory

Usporadanou n-tici redlnych cisel nazveme aritmeticky vektor (nebo jen vektor) a oznacime
napiiklad d = (aq, ay, ..., a,),n € N. Cisla a,, a,, ..., 4, se nazyvaji slozky vektoru d. Vektor,
jehoZ vSechny sloZky jsou rovny nule, se nazyva nulovy vektor - ozn.6 = (0,0, ..., 0).

Scitani aritmetickych n-slozkovych vektoru (oba vektory musi mit stejné slozek) definu-
jeme tak, Ze secteme odpovidajici slozky téchto vektorii:

(_1) + B) = (al, az, ey an) + (bll bz, ...,bn) = (a1 + bl’ az + bz, ...,an + bn) .
Nasobeni vektoru realnym cislem k - kaZdou slozku vynasobime timto redlnym cislem:
k-a=k(ay,a,,..,a,) = (kay, ka,, ..., ka,).

Nasobeni dvou aritmetickych n-slozkovych vektort (oba vektory musi mit stejné slozek)
definujeme jako skalarni soucin téchto vektor, tj.

(_1)'5: (al,az,...,an)' (bl,bz,...,bn) =a1'b1+ az'bz +"‘+an'bn.

Vektor bjelinérni konbi naci vektord d,,d,,..,ad, existuji-li  redlnd  (Cisla
C1,C, o, Cp, t akZe:

b=c; a1+ ¢, a; + - +c¢a,.
Cisla C1,Cz, -, C Se nazyvaji koeficienty linearni kombinace.

Méjme napi. vektory (—2,1), (3,4),(0,—6). Vynasobime-li kazdy z téchto vektori néjakym
(libovolnym) realnym cislem a tyto nasobky secteme, dostaneme linearni kombinaci téchto
vektori:

napt.: 4(=2,1)+ (—=2)(-2,1) +§(O,—6) = (-8,4)+ (4,-2) + (0,-2) = (—4,0).

Skupinu r vektord, r > 2, nazyvame linearné zavisla, pokud aspoii jeden vektor ve skupiné je
linearni kombinaci ostatnich. Jeden vektor nazyvame linearné zavisly, pokud je nulovy. Sku-
pinu vektorti, ktera neni linearné zavisla, nazyvame linearné nezavisla.

Priklad 1

Obchodnik ma prebytek zbozi a, b. Chce ho co nejdrive vyprodat, proto zboZi zlevnil, ale jen ve
specialnich sadach. V prvni sadé je 1 vyrobek a a 2 vyrobky b, v druhé sadé jsou 3 vyrobky a a
1 vyrobek b. Jak ma nakupujici postupovat, aby nakoupil co nejlevnéji, chce-li koupit 100 kusi
vyrobku a a 50 kusii vyrobku b?



Reseni
Urc¢ime, zda vektor (100, 50) je linedrni kombinaci vektort (1, 2) a (3,1), tedy zda existuji ¢isla
ci1, €, takova, Ze
(100,50) =¢; (1,2) + ¢, (3,1).
Z rovnic pro jednotlivé soutradnice ziskame soustavu linearnich rovnic
¢, + 3¢, =100
2¢; + ¢, =50,

kterou vyresime napr. vyjadrenim c; z prvni a dosazenim do druhé rovnice. Soustava ma pra-
vé jedno reSeni ¢; = 10, ¢, = 30

Zjistili jsme, Ze vektor (100,50) je linearni kombinaci vektort (1,2) a (3, 1) s koeficienty 10 a
30. Kupujici nejlépe vyuZije vyhodné nabidky, koupi-li 10 sad prvniho typu a 30 sad druhého
typu.

Pozndmka: Spotiebni ko$e uvadéné v mnozstvi jednotlivych komponent g=(q4, q3, ..., qn) Se
v jednoduchych ekonomickych modelech prezentuji jako vektory; odpovidaji jim vektory cen
p=(p1, 02, -, Pn) Uvadéné v cenich za jednotku mnozstvi. Celkova cena spotfebniho kose je
pak rovna skalarnimu soucinu obou vektord, tedy redlnému cislu

P4 =piq1 + 0292 + -+ Duqn .

Priklad 2

Rodina hodla nakoupit 5 kg mouky, 20 vajec, 5 I mléka, 2 kg merunék a 4 ks % kg masla. Spo-
trebni koS je tedy dan vektorem G=(5, 20,5, 2,4). Predpokladejme, Ze 1 kg mouky stoji 10 K¢,
1 vejce 3 K¢, 11 mléka 15 K¢, 1 kg merunék 65 K¢ a 1 ks masla 35 K¢. Cenovy vektor je pak ro-
ven p=(10,3, 15,65, 35). Urcete celkovou cenu spotiebniho kose.

Reseni

Celkova cena spotirebniho kose je tedy rovna skalarnimu soucinu vektort

p-q=(5205,24)-(10,3,15,6535) =5-10+20-3+5-15+ 265+ 435 == 455 K¢
Cviceni
1. Obchodnik vyprodava zbozi a, b, nabizi specialni zlevnéné sady. Jak ma postupovat zakaz-
nik, aby nakoupil co nejlevnéji, pokud
a) vsadé prvniho typu je 1 vyrobek a a 3 vyrobky b, vdruhém typu jsou 4 vyrobky a a
10 vyrobki b, zakaznik hodla koupit 29 kusi vyrobku a a 75 kust vyrobku b?
b) vsadé prvniho typu je 11 vyrobki a a 4 vyrobky b, v druhém typu jsou 2 vyrobky a a
9 vyrobki b, zdkaznik hodla koupit 50 kusti vyrobku a a 43 kusii vyrobku b?



2. Pomoci vypoctu skalarniho soucinu vektora urcete hodnotu spotiebniho koSe, pokud
a) zakaznik hodla koupit 4 pary ponoZzek, 1 sako, 2 kalhoty a 5 kosil, priCemz jeden par
ponozek stoji 30 K¢, sako 1 200 K¢, kalhoty 750 K¢ a koSile 320 K¢,
b) =zakaznik hodla koupit 2 malé skrinky, 3 velké skrinky a 1 digestor, pricemZ mala
skrinka stoji 1 030 K¢, velka skrinka 2 200 K¢, a digestor 3 320 K¢.

Reseni

=

a) 5 sad prvniho typu, 6 sad druhého typu,
b) 4 sady prvniho typu, 3 sady druhého typu

2. a) 4420K¢
b) 11980 K.



2. Maticova algebra |

Matice a jejich vlastnosti

Matici typu m X n rozumime schéma m X n prvki (realnych ¢isel) usporadanych do m radki
a n sloupcii. Prvky matice oznacujeme dvojitym indexem- prvni udava radek a druhy sloupec,
ve kterém se prvek nachazi. Matice oznacujeme velkymi pismeny:

ayp Qg2 0 Qg

a ay .. a
A= 21 22 an |

Am1 Am2 *° Am

stru¢né zapisujeme A = (ai j)mxn nebojen A = (ai j).

Matice, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule, se nazyva nulova matice. Matice typu n X n se
nazyva ¢tvercova matice (fadu n).

Prvky a;4, @y, ass, ... se nazyvaji diagonalni prvky, tvoii tzv. hlavni diagonalu matice.
Ctvercova matice, kterd ma na diagonale jedni¢ky a vSude jinde nuly, se nazyva jednotkova

1 0 0
matice; budeme ji znacit J, pripadné s vyznaCenim radu, napft. /343 = (O 1 0).
0 0 1

Matice, ktera ma pod hlavni diagonalou vSechny prvky rovny nule, se nazyva trojuhelnikova
matice.

Zaménime-li v matici A radky za sloupce, dostaneme tzv. matici transponovanou k matici A4
(ozn. AT). Matice A je pak matici transponovanou k matici AT (matice A a ATjsou navzajem

transponované).
Priklad 1
-1 2 0 3
Matice A=| 5 —4 7 —2 |jematicetypu 3 X 4; napf.prveka,; =7, azs = 9.
-3 1 -5 9
Prvky hlavni diagonaly jsou a;; = —1,a,, = —4,a33 = —5.
3 =2 1
Matice B=|—-2 0 -5 je Ctvercovda matice fadu tri. Prvky hlavni diagonaly jsou
1 -1 6

a11 = 3, a22 = O, a33 = 6.

0 0 O) je nulova matice typu 2 X 3.

MaticeCz(O 0 0

Priklad 2

Je dana matice A4, uréete matici A”.



-1 5 -3

-1 2 0 3
Matice A je dana A = ( 5 —4 7 —2), tedy transponovana AT = 2 -4 1)
3 1 -5 9 A

Hodnost matice

Hodnost matice h(A) definujeme jako pocet jejich linearné nezavislych radkt. Hodnost nulo-
vé matice je 0. Hodnost oznacujeme h(A) nebo jen h.

Pozn.: hodnost matice ur¢ime pomoci odstuprniované matice.

Rekneme, %e matice je odstupfiovana, ma-li v prvnim radku aspoii jeden nenulovy prvek a
kazdy dalsi radek ma zleva aspon o jednu nulu vic nez radek predchozi.

Priklad 3
Matice
2 3 4 3.0 2 -1 01 0 %)21_3 5 o
a=(0 -1 7} B={0 4 5 2)c=(00 2}D=( | 3,E=(0 0)
0 0 1 00 0 —7 0 0 0 0o 3

jsou odstupnované.
1 2 3 2 =7 4 1 2

Matice F={0 1 —4|, G=|0 0 5) H=|0 1| nejsouodstupnované.
0 5 3 o 0 2 0 8

Plati: Hodnost odstupnované matice je rovna poctu jejich nenulovych fadkd (nenulovy ra-
dek je radek obsahujici aspon jeden nenulovy prvek). Nulové radky je pri pocitani hodnosti
matice mozZno vynechat.

Priklad 4

Hodnost matic A,B,C,D,E zptikladu 4. je tedy: h(A) =3, h(B) =3, h(C) =2, h(D) =3,
h(E) = 1.

KaZdou matici lze prevést na odstupnovanou nasledujicimi dpravami, které neméni jeji hod-
nost.

Upravy (tzv. ekvivalentni), které neméni hodnost matice:
a) zameéna poradi radki
b) vynasobenilibovolného radku nenulovym realnym cislem
c) pricteni nasobku libovolného radku k jinému radku
d) vynechaniradku, ktery je linearni kombinaci ostatnich (po upravach vyjde nulovy).

Tytéz Gipravy je moZno provadét na sloupcich matice.

Pirevod matice na odstupniovanou a urc¢eni hodnosti matice
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Priklad 5

Preved'te matici A na odstupniovanou a urcete jeji hodnost, je-li

1 2 3 4

-1 1 3 2

A= 3 4 5 10
-5 -6 -7 -16

2 2 3 2

Reseni

Prevedeme postupné matici A pomoci Uprav na odstupniovanou

1 2 3 4 1 2 3 4
-1 1 3 2 o 3 6 6 (1)212‘2}
A=l 3 4 5 10 |~[0 -2 —4 -2~ 5 5 S|~
-5 —6 -7 -16] \0 4 8 4] \J T T ~,
2 2 3 2 0 -2 -3 -6
1 2 3 4 1 2 3 4
o 1 2 2)_ [0 1 2 2
0 0 0 1 0 0 1 -2/
0 0 1 -2 00 0 1

Matice je odstupniovana a obsahuje 4 nenulové radky (mezi druhou a tfeti upravovanou matici
jsme vynechali jeden nulovy radek, proto jeden adek chybi), hodnost matice h(4) = 4.

Priklad 6
2 -1 5
1 2 0
Urcete hodnost matice B = | —1 3 -2
-3 2 3
4 -3 1
Reseni

Prevedeme postupné matici B pomoci Uprav na odstupniovanou, nejprve zaménime 1. a 2. ra-
dek (Gpravy v matici jsou jednodussi, jestliZze Clen a;; matice ma hodnotu 1 nebo -1, v naSem
prikladu po vyméné 1. a 2. radku je a;; = 1), pak v druhé upravované matici 2. fadek délime 5
(snazime se o co nejmensi hodnoty ¢lent matice)

2 -1 5 1 2 0 1 2 0 1 2 0
1 2 0 0 -5 5 0 -1 1 0 -1 1
B=] -1 3 -2|~f0 5 -2|~l0 5 =2]~10 0O 3 |~
-3 2 3 0 8 3 0 8 3 0 0 11
4 -3 1 0 —-11 1 0 —-11 1 0 0 -10

10



1 2 0
0 -1 1
~{0 0 3
0 0 O
0 0 O
Hodnost matice je h(B) = 3.
Priklad 7
1 a a
Urcete hodnost matice C = | 1 1 1 v zavislosti na parametru a € R.
2 a+2 3a+4
Reseni

Nejprve zménime poradi radkl tak, aby vyrazy obsahujici parametr byly ,co nejvic vpravo
dole“- jinak by se pii upravach nasobky parametru pricetly k ostatnim radkim a pocitani by

1 1 1 1 1 1
1 a a ~10 a—1 a-—1 |
2 a+2 3a+4 0 a 3a+ 2

Dale vynasobime druhy radek ¢islem (—a),tfeti Fadek cislem (a — 1) proto, abychom
po secteni druhého s tfetim radkem dostali €len a3, roven 0 a upravili na odstupniovanou ma-
tici:

1 1 1 1 1 1
(O a—1 a—1>~<0 a—1 a—1 )
0 a 3a+2 0 0 (a—1)Qa+2)
Nyni provedeme diskusi h(C) v zavislosti na parametru a € R. Sta¢i vynulovat ¢len a;; matice
C nebo Cleny 2. radku matice C.
Zavér:Pro(a =1V a=-1)jeh(C)=2;pro(a#1 A a # —1) jeh(C) = 3.
Cviceni

1. Vypocitejte hodnost matice:

; _g § g 5 6 —6 —2 1 -2 -1 -2 -3
D (2 27 % 1 0 4 o|lol3 -6 1 6 s
3032 2 3 -5 -1 2 4 0 2 1
1 -3 9 1
4 2 7
_1202 13 2 3 1 5 1 2 -1
b [ 2 = 4 3) g (513>f) 5 3 9| g (46 —1)
i”_gl%_‘; 7 1 4 2 0 3 5 10 —1
2 8 1

11



1 2 3 3 5 3 -3 6 3 1 2 3 3 2
J 301 -5 -7 i) -2 4 =2 2 D 2 3 7 5 4
335 2 4 4 -1 11 10 11 4 2 2
5 4 7 1 2 2 -5 1 -4 1 3 2 4 2
S R A N R A S A N
d) ) |1 5 0] m) n) )
1 4 -2 3 7 1 2 2 3 1 4 -6 3
-1 -3 1 -2 1 2 3 0 12 -6
2. Vypocitejte hodnost matice v zavislosti na parametru a € R, resp. parametru a, § € R:
1 2 3 1 1 « 3120 é g ? g 1
a) 3 6 7] Db |1 a 1) ) (7 3 5 2| d
4 3 9 5 «a
-2 -4 «a a 1 1 2 1 o P 1120 0

2 7 1 5 7 5325 2 2 B
b (1 3 0 2 3] p g (1 8 1)
01 a 1 1 1 0 3 0 11 1
1 1 0 1
Vysledky

1. a) h=3, bh=2 ch=3, dh=4eh=2 Hh=2 gh=3 h)h=3, )h=2
b) )h=2, kh=3, Dh=3, mh=4, n)h=1
2. a) a€ER=>h=2
b) bja=1>h=1a=-2=>h=2; (a1 Aa#-2)=h=3
3 3
9 9(a=2ap=1)=>h=2 (axZvp=1)>h=3
d) dJa=1>h=2; a#1=>h=3
e) eJa=1=>h=2; a1=>h=3
) Ha=1AB=2)>h=2; (a#1VB#2)=>h=3
g) ggeB=1VvB=2)>h=2; B#1AB+2)=>h=3.
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3. Soustavy linearnich rovnic

Soustava linearnich rovnic

Systém
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = bl

a21x1 + azzxz + -+ aann = bz

Am1X1 + QpaXo + -+ Ay X = by,

kde a4, a12,--, @y , b1, .., by, jsou dana realna cisla a x4, ..., x,, jsou neznamé, se nazyva sou-
stava m linearnich rovnic o n neznamych. Kazdou takovou soustavu lze popsat a resit uzi-
tim matic. Matice koeficientii u jednotlivych neznamych, tj. matice

a11 a12 Xy aln

a a e a
A= 21 Q22 an |

Am1i Amz - Am

se nazyva matice soustavy. Matice vytvoiena z matice soustavy pridanim (n + 1)-ho sloupce
tvoreného hodnotami by, ..., b,, (tento sloupec oddélime svislou ¢arou), tj. matice

11 Q12 - Qin|by
p=| G G2 - G b,
Am1 Amz - Am bm

se nazyva roz$ifena matice soustavy.

Resitelnost soustavy

Frobeniova véta:

Soustava ma reSeni, pravé kdyZz hodnost matice soustavy h = h(A) je rovna hodnosti rozsiie-
né matice soustavy h” = h’(A).

Také plati véta (o poctu FeSeni soustavy rovnic):

Je-li soustava reSitelna a je-li hodnost matice soustavy h rovna poctu neznamych (ozn. n), ma
soustava pravé jedno reSeni. Je-li soustava reSitelna a je-li hodnost matice soustavy mensi nez
pocet neznamych, ma soustava nekone¢né mnoho feseni, pricemz ¢islo (n — h) udava pocet
volitelnych neznamych (ty lze volit libovolnég, ostatni neznamé jsou na této volbé zavisle).

Obé véty dokazovat nebudeme, diikaz je uveden v citované literature.
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Mohou tedy nastat pouze tyto moznosti:

= h<h" .. soustava nemareseni
h=h"=n .. pravé jedno reSeni
= h=~h" .. soustava ma reSeni
h =h"<n .. nekonecné mnoho reseni,

priCemZ n — h = poCetvol it efoh nezramych.

Pozn.: Hodnost h” mliZe byt maximalné o 1 vétsi nez h (rozsifena matice ma o 1 sloupec vic
neZ matice soustavy).

Soustavy linearnich rovnic FeSime 4 zptisoby:

a) Gaussova elimina¢ni metoda

b) Jordanova metoda (Uplna eliminace)

c) reSeni pomoci inverzni matice (lze jen tehdy, pokud h =n, soustava ma pravé
1 reSenti)

d) reSeni pomoci determinantl (Cramerovo pravidlo), také lze pouzit jen tehdy, pokud
h=n.

Postup feSeni soustav — Gaussova a Jordanova metoda

Priklad 1
Vyreste soustavu linearnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody

2x1— Xp+3x3=-5

3%y — 2x; +4x3=-9

—4x; + 5x, = 22.

Reseni
Soustavu linearnich rovnic prepiSeme do rozsifené matice soustavy a tu poté upravujeme
pomoci ekvivalentnich uprav (viz. str. 9) na odstupniovanou matici soustavy (pozor, nezameé-

nujeme sloupce matice 4, to by odpovidalo zméné potadi neznadmych v soustavé a tuto zmé-
nu bychom si museli pamatovat, ani nezaménujeme sloupce se sloupcem pravé strany).

2 -1 3|-5 2 -1 3|-5 2 -1 3|-5 2 -1 3|-5
A=(3 -2 4-9|~|0 -1 -1|-3|~|0 1 1[{3 |]~{0 1 1]3
22 0 3 6 112 0 1 214 0 0 111

-4 5 0
Dale urcime pocet feSeni pomoci véty o poctu reSent:

n=3,h=3,h" =3 = soustavana pravé 1 reSeni

Gaussova metoda vyuziva k vyreSeni soustavy odstupniovaného tvaru rozsirené matice sou-
stavy. Gaussova metoda tedy spociva v tom, Ze z posledni rovnice (v odstupfiovaném tvaru)

14



vypocitame neznamou x5, vysledek dosadime do predposledni rovnice a takto ,,odspodu” do-
pocitdme vSechny neznamé.

Z posledniho radku odstupniované matice vyplyva, ze x; = 1.

Z druhého radku odstupnované matice vyplyva, Ze x, + x3 = 3, po dosazeni za x; = 1 dosta-
neme x, = 2.

Z prvniho radku odstupnované matice vyplyva, Ze 2x; — x, + 3x3 = —5, po dosazeni za
x3 =1 a x, = 2 dostaneme posledni neznamou x; = —3.
Resenim soustavy je tedy usporadana trojice hodnot x; = =3, x, = 2, x3 = 1, coZ miiZeme

zapsat jako aritmeticky vektor ¥ = (=3, 2, 1).

Priklad 2
Vyreste soustavu linearnich rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody
x1 - 4x2 + Z.X3 = 1

3x1— 7x2+ X3_5.X4_: _6

xZ_ X3_X4:_1
le_?)xZ_ .X3_5.X4_:_7.
Reseni
Resime rozsifenou matici soustavy
1 -4 2 071 1 -4 2 071 1 -4 2 071
3 -7 1 -5-6}_/0 5 -5 -=5/-9}_(0 1 -1 -1f-1
0 1 -1 -1f-1 0 1 -1 -1]-1 0 5 -5 -=5[-9
2 -3 -1 -=5I-7 0 5 -5 -=5I-9 0 5 -5 -=5I-9

1 -4 2 0
~{0 1 -1 -1

0 O 0 0

1
-1
—4

Dale urcime pocet freSeni pomoci véty o poctu resSeni a Frobeniovy véty:

n=4h=2,h"=3= soustavmemareSeni.

Priklad 3

Vyreste soustavu linearnich rovnic z prikladu 1. pomoci Jordanovy metody
2x1— Xp+3x3=-5
3%y — 2x5 +4x3=-9

—4x1 + 5x2 = 22.
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Reseni

Obé metody vyuzivaji odstupriovaného tvaru matice, na zacatku jsou obé metody stejné, Jor-
danova metoda pokracuje v upravé matice A soustavy az na jednotkovou matici. Vyhodou této
metody je, Ze sloupec pravé strany urcuje vektor reSeni (nemusi se dopocitavat jako

u Gaussovy metody). Nejvice se metoda vyuZiva u soustav linearnich rovnic, které maji pravé
jedno reSeni.

Pfi Jordanové metodé budeme postupovat obdobné jako pri prevodu na odstupfiovanou mati-
ci, ale dale od posledniho radku smérem nahoru upravujeme nuly zprava doleva (obracené
neZ tomu bylo pri tpravé matice soustavy na odstuptiovanou):
-5 2 -1 3|-5
3|~ (O 11 3) ~
1

2 -1 3|-5 2 -1 3|-5 2 -1 3
A= 3 -2 4[-9]~{0 -1 -1|-3]~|0 1 1
— 22 0 3 6112 0 1 21 4 0 0 1

4 5 0
-8 2 0 0]-6 1 0 0]-3
2]1~10 1 0Of 2)~{0 1 Of 2
1 0 0 111 0 0 111

2 -1 0
0 1 0
Je ziejmé, Ze sloupec pravé strany predstavuje aritmeticky vektor feSeni ¥ = (—3,2,1).

0 o0 1

Priklad 4
Vyreste soustavu linearnich rovnic

X1 +3x,+x3=1

2x3 = 4.
Reseni
Prevedeme soustavu na rozsifenou matici soustavy a urcime pomoci véty pocet resSeni:
1 3 111

(0 0 2 4)

Rozs$ifena matice je rovnou v odstupnovaném tvaru, neni treba upravovat, urc¢ime:

n=3>h=2= h'= soustavananekonané nmo ho reSeni; nutno volit n—h =1 para-
metr. Pozor na volbu parametru! Neni tplné libovolné, za jakou neznamou parametr volime,
vzdy volba parametru zavisi na tvaru odstupiiované matice upravené z ptivodni matice sou-

stavy.

V nasem prikladu z druhého radku odstuprniované matice soustavy vyplyva, ze x; = 2. Volit
parametr miZeme tedy pouze za nezndmou x; nebo x,. PfepiSeme-li prvni fadek matice
do rovnice a dosadime za x3, dostaneme: x; +3x, +2 =1 = x; + 3x, = —1.

Pokud volime parametr za neznamou x, = t; t € R, pakje x; rovno x; = —1 — 3t.

Vysledny aritmeticky vektor feSeni pak zapiSeme ¥ = (—1 —3t,t,2); t € R.
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Poznamka: Pokud bychom parametr volili za neznamou x,, feSeni by samozrejmé mélo jiny

Cviceni

1. ReSte nasledujici soustavy. V pripadé, Ze soustava ma nekonecné mnoho reSeni, naleznéte

obecné reseni.

a) —x1+x;+x3=-2 b) 2x; +2x3=2
3x1—3x2+2x3=16 —x2=—1
6x1—5x2+2x3=27, le_xZ+3X3=1,

c) x—x,=5 d) x1+3x;—x3=5
_xl_st=1 7.X1+xZ+3.X3=10
X1+2.X'2=2, xl—x2+x3=0,

e) X1 —Xp +x3=3 f) —2x+x—-x=-1
2x1—2x2—x3+ BX4=3 X1+X3=1
3xl_3xZ_ZX3+5.X'4=4, xl_x2=0,

g) —x1+2x,—2x3=0 h) x —=2x; +x3+x4 =9
_xl_x3=0 x1+ x2=0
3X1 + 3x2 = 1, —3x1 + Xy — X3 — Z.X4, = 15

2. Reste soustavy reprezentované nasledujicimi rozsifenymi maticemi. V pripadé, Ze sousta-
va na nekonec¢né mnoho resSeni, naleznéte obecné reseni.

11 2 11 1 2 3 41
2 3 1|5
-1 1 -1 1{ 0 2 1 4 3|2
Al 10 1 o0-1 b) {3 2 1 23 ) (i 2‘%‘5)
11 o0 12 4 3 2 1la -1 2=
5 —11 1 -3 4 -8 2 11 2|3
d (-1 15 e (2 -6 1 —2|-3] 0 (2 1 -1/-3
2 12 3 -9 5 -—10l-1 2 0 -1l 1
1 2 -1 0 2 5|-1 10 12
g) (4 1 -3|-9 hy (4 1] 7 D (1 2 1o
4 3 -3l-s5 4 6l 2 1 3 3l
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3. Reste soustavy reprezentované nasledujicimi rozSifrenymi maticemi pomoci Jordanovy
metody uplné eliminace.

1 0 1)2 1 2 0] 1 3 2 1| 4
2 (12 1h) o (-1 4)  afz2 1o
1 3 31 -2 =3 -=31-7 1 -1 0 3
1 -3 1 1 2 1 1 -1 -1 5
d) -1 2 3 -1 3 e) 2 -1 1 21 3 f) (i _g 11 8)
4 1 -2 317 1 2 -1 1| 4 1 1 3] o
1 -3 -1 110 -1 1 1 -1l -1

Vysledky

1. a) i = (3;_11 2)
b) nema reSeni

c) X=(04,-1)
g_(5_1.5,1
d) x_(4 2t,4+2t,t)
e) X=2+s—-ts, 1+t
f) i:(]-_tl]-_tyt);
N 2 1 2
g X=G,—3~3)
h) %=(=22-70)

2. a) nemareSeni
b) x=(1+t —t —tt)
c) x=1(0,1,2),
d) x=(-1,4),
e) X¥=(-2+3s,s,1+2t,t)
f) nema reSeni

g) ¥x=(1,2,5)

h) = (2,-1),

) %=(1,-11)
3. a) %=(1,-1,1)

b) %= (11,-5,0)

9 %= (22-6)

d) %=(2,-11,-4)

e) %=(3,10,-1)

f) %=1(0,0,0)
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Aplikacni priklady z praxe | (vyuzivajici teorii soustav linearnich rovnic)

Priklad 1

Na zakladé statistickych udaji se zjistilo, Ze zavislost mnozstvi statku z poptavaného
v pribéhu jednoho tydne lze popsat vztahem g4 = 30 — 2,,. MnoZstvi nabizené je ovlivnénou
cenou na zakladé vztahu q; = —2 + 2,,, kde qq, resp. g5 je nabizené, resp. poptavané mnozstvi
v kusech, p je cena v K¢ za kus. Ur¢eme rovnovaznou cenu zbozi z.
Reseni
Vyjdeme z rovnosti mnozstvi nabizeného a poptavaného zboZzi:

da = qs»

30—2,=-2+2,
p=8.

Rovnovazna cena je 8 K¢/ks.

Pozndmka: Stejnym zplsobem lze zkoumat rovnovazny stav na trhu s vice druhy zbozi- jako
v prikladu 2.

Priklad 2

Na trhu dvou druht zbozi z; a z, je nabidka (q;5 pro z;, q,5 pro z,) a poptavka (q;4 pro
Z1, Q24 PTO Z,) popsana vztahy:

Gis = —1+pq, Gia = 31—2p; —p,

Q2s = b2, G2a =40 —2p; —p1,

kde p;, resp. p, je cena za jednotku zbozi z;, resp. z, a vyreSime soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych.

Reseni

Gis =q1a © —1+p=31-2p; —p, ©3p; + p, =32
Gz2s = qz2q < p, =40 —2p, —p; & p; + 3p, = 40.

Resime pomoci Gaussovy elimina¢ni metody. RozSifena matice soustavy je

G 3lso)
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Vynasobime-li druhy adek ¢islem (—3) a poté k nému pricteme prvni Fadek, ziskdme troja-
helnikovou matici

(6 —ol-aa)
které priradime soustavu
3p1 +p2 = 32
—8p, = —88.
Z druhé rovnice ziskame p, = 11 a po dosazeni do prvni rovnice p; = 7.
Soustava ma prave jednoho reSeni p; = 7K¢/ks (rovnovazna cena vyrobku z, ),
p, = 11Kc¢/ks (rovnovazna cena vyrobku z,).

Pozndmka: 1S-LM model je makroekonomicky model, ktery rika, Ze rovnovaha na trhu zbozi
a penéz nastava v priseciku kiivek IS a LM. Krivka IS je grafem funkce, kterd popisuje vztah
mezi Urokovou sazbou i a urovni diichodu Y za podminky, Ze trh zboZi a sluzeb je v rovnovaze
s trhem penéz (a ostatnich aktiv).

Priklad 3

Urceme rovnovaznou urokovou sazbu, je-li krivka IS dana predpisem i = 10 — 2Y a ktivka LM
predpisem i = —8 + 4Y, i je udavana v %, Y v miliardach $.

Reseni

Po Upravé reSime soustavu linearnich rovnic
i+2Y =10,
i —4Y = -8.

Napriklad uzitim Gaussovy elimina¢ni metody urcime reSeni. Soustava ma prave jedno reseni
i=4%, Y=3mliards$.

Na zavér uved'me priklad z praktického Zivota americkych firem.

Priklad 4

Americka firma, ktera méla zisk 200 000 $ pied zdanénim, se rozhodla vénovat 2 % ze zdané-
ného zisku na charitativni ucely. Musi zaplatit statni dan 5 % ze zisku (po zaplaceni charité)
a federalni dan 40 % (po zaplaceni charité a statni dané). Kolik zaplati statni dan, federalni
dan a kolik vénuje na charitu?
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Reseni
OznacCme x; obnos urceny charité, x, statni dan, x; federalni dan.

Pro obnos na charitu plati: x; = 0,02 (200000 — (x; + x3)), neboli x; + 0,02x, + 0,02x; =
4000.

Pro statnf{ daii plati: x, = 0,05 (200000 — (x; + x5)), neboli 0,05x; + x, = 10000.
Pro federélni daf plati: x; = 0,40 (200000 — (x; + x;)), neboli 0, 4x; + 0, 4x, + x5 = 80 000.
Z danych vztaht sestavime soustavu linedrnich rovnic:
x, +0,02x, +0,02x; = 4000,
0,05%, + x, + = 10000,
0,4x, + 0,4x,+ x5 = 80000

Re$enim soustavy, napf. uZitim Gaussovy metody, dostaneme ptiblizné hodnoty x; = 2300 $
(urceno pro charitu), x, = 9 800 $ (statni dan), x; = 75 126 $ (federalni dan).

Cviceni

1. Urcete rovnovaznou cenu trhu jednoho statku, je-li (ceny p jsou v K¢/ks, mnoZstvi q4, g
v kusech)
a) poptavka dana funkci g; = 30000 — 3p, nabidka dana funkci g, = 3p — 90000,
b) poptavka dana funkci g; = 4000 — 2p, nabidka dana funkci g; = 4p — 5000.

2. Urcete rovnovazné ceny na trhu vice statkd, je-1i (ceny p; jsou v K¢/ks, mnozstvi q; 4 q; s

v kusech,i =1,2,3)

a) pro prvni statek poptavka dana funkci q;4 = 100 — 5p; + 3p,, nabidka dana funkci
q1s = 3p1 — 10, pro druhy statek poptavka dana funkci g, = 120 — 8p, + 2p4, na-
bidka dana funkci g, = 5p, — 20,

b) pro prvni statek poptavka dana funkci q;4 =20 —p; — p3;, nabidka dana funkci
q1s = p1 — 10, pro druhy statek poptavka dana funkci g,4 = 40 — 2p, — p3 nabidka
dana funkci q,5 = 2p, pro treti statek poptavka dana funkci g34 = 10 + p, — p3 — py,
nabidka dana funkci 35 = 3p; — 5.

3. Urcete rovnovaznou urokovou sazbu a uroven diichodu, je-li
a) krivka IS dana predpisem i = 7 — 2Y a kfivka LM predpisem i = —5 + 4Y,
b) krivka IS dana predpisem i = 13 — 2Y a krivka LM predpisem i = —11 + 4Y.
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Vysledky

1. a) p=20000K¢/ks
b) p =1500Kc¢/ks

370
2. a) P =
2

a1, 8.,
b) p; = 3 K¢/ks, p, = 3 K¢/ks, ps =
3. a) i=3,Y=2

b) i=5 Y=4

Ké/Ks, p, = 22 Ké/ks

w |

K&/ks
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4. Maticova algebra Il

Operace s maticemi

Podobné jako u aritmetickych vektorli zavedeme s¢itani matic stejného typu (seCteme prv-
ky na stejnych pozicich) a nasobeni matice realnym ¢islem (vynasobime kazdy prvek timto
¢islem). V dalSim textu opét nebudou diisledné typy matic uvedeny- neni-li typ uveden, pred-
pokladame pfri s¢itani matice stejného typu:

A+B=(ay) +(bj) =(a+b)
c-A=c-(aij)mxn=(c-aij)mxn ceR

Priklad 1

(_é (2))‘*'(_??2 47} _;) nedefinovano.

Plati: A, B, C - matice stejného typu, k, | - redlnd Cisla

(1) A+B=B+A4,

2) A+B)+C=A+(B+0C),
(3) k(A+B)=kA+ kB,

4) k+DA=kA+14

(5) k(A= (kDA.

Soucin maticA- B

Dvé matice Ize vynasobit pouze tehdy, ma-li prvni matice tolik sloupct, kolik druha radki: je-
li matice A typu m X n, matice B typu n X p, pak Ize provést soucin A - B (vysledkem bude
matice C typu m X p). Oznacime-li prvky matice A - B jako c¢;

5 pak plati, Ze prvek ¢; ;je skalar-

nim soucinem i-tého radku matice A a j-tého sloupce matice B:

tedy Cij = ailblj + aizsz + ...+ ainbnj,
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a11 a12 e aln bll bl] blp
A-B = a;1 Qp Ain . b21 sz pr
Am1 Amz - Am bnl bnj bnp

Priklad 2

Vypocitejte souc¢in maticA-B = C, D -E = F, kde

a0 e 0= )

Reseni

Soucin A - B je definovan, nebot matice A4 je typu 2 X 2, matice B je typu 2 X 3, tedy prvni ma
2 sloupce a druha 2 radky a soucin spocitdme jako skalarni soucin 1. a 2. radku (postupné)
matice A s 1. a 2. sloupcem (postupné) matice B:

C:A_B:(z —1)_(—2 0 5):(—4—4, 0+3, 10+4):(—8 3 14),

3 1 4 -3 -4 —-6+4, 0-3, 15—-4 -2 =3 11

soucin D - E neni definovan, nebot matice D je typu 2 X 3, matice E je typu 2 X 3, tedy prvni
ma 3 sloupce a druha 2 radky.

Priklad 3

Vypocitejte souc¢in matic A-B, B-A, C-D, D-C, E-F, F-E, kde

~ 2 -3 B _ _
T T (] T e G R

1 0
F=( )
Reseni
Azxz " Baxa = (8 ié)zm ’ B3z " Ayxz = (_}i 22 —§> , A-B#B-A.
- 3X3

7 =6 18 -7
Caxz2 " Daxa :(_10 10)2 S D3y " Caxz :(4 _1)2 ) C-D+D-C.
X X

5 10 5 10
Exxz " Foxz = (_5 _30)2 ) Foxa " Ezxa = (_5 _30)2 ’ E-F=F-E.
X X
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Priklad 4

Vypocitejte soucin matic A-J, ] - A, kde]je jednotkova matice prislusného typu:

=7 5 )

-3 2 11
Azxz " Jaxs :( 1 —8 5)(
/1 0y (-3 2 11\_ /(-3 2 11\_
Jaxz Am_(o 1) ( 1 -8 5)_( 1 -8 5)_‘4'
Vlastnosti nasobeni matic
Plati: A, B, C, D - matice vhodnych typt, c - redlné ¢islo
(1) A-B#B-Anasobeni matic neni komutati vni
(2) J ] € dIIDt kova mati C[krhxn ' ]nxn = Am><nl ]mxm ' Am><n = Am><n ’
(3) cAB= AcB= ABg,
(4) A(BC) = (AB)C,
(5) A(B+C)= AB+AC,

(6) (A+B)C= AC+ BC,

(7) (AB)T = BTAT, kdATje transponovand matimetikci A (reBpje transponov
né 1B).

Pozndmka: Pozor: pri provadéni operaci s maticemi neni moZné matice upravovat jako
pri vypoctu hodnosti matice, tedy napf. vynechat néjaky radek, vydélit radek Cislem nebo
u dvou stejnych radki matice jeden vynechat apod.!

Pozndmka: Podobné jako u ¢&isel definujeme mocninu matice: A2 = A- A4, A3 =A4-A4-Aatd.

Je nutné vyslovné zdtraznit, e napt. A? nevznikne z matice A umocnénim v$ech prvkid ma-
tice A na druhou!

Priklad 5

Vypocitejte A2, A3, B?, B3 kmaticim:

=G e=(3 1)
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=0 G =01 )

-1 0 2
BZ=| 3 1 1
0 -2 -1

-1

a=aza=(",

1 —4 —4\/-1 0 2
B3=B2-B= 0 -1 6] 3 1 1]|=
-6 0 -1/\ 0 -2 -1

-1 0 2
3 1 1=

0 -2 -1
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Aplikacni priklady z praxe Il (vyuZivajici maticovou algebru)
Priklad 6

Letové rady (analyza sité letecké dopravy)

Sit' znazornuje primé letecké spoje mezi mésty Londyn (L), Pariz (P), Edinburgh (E), Borde-
aux (B) a Toulouse (T).

E
I P
R T

a) ZapiSte Ctvercovou matici A se radky a sloupci oznacujicich tyto letecké destinace.
Matice bude obsahovat Cislice 1 a 0, kde 1 znamen3, Ze mezi misty existuje primy spoj
a 0 znamena, Ze mezi misty neexistuje primy spoj.

b) Pomoci sou¢inu matic A-A = A? zjistite pocet moznych tras mezi dvéma letisti
s jednou zastavkou.

c) Pocet primych letli nebo leteckych spojeni sjednou zastavkou vypocitdme pomoci
maticové rovnice X = A + A2,

Priklad 7

Tydenni produkce spolec¢nosti

Prepiste tabulku produkce 3 zavodi a 4 produktii pomoci matice A:

Produkt 1 Produkt 2 Produkt 3 Produkt 4

Zavod 1 7 tisic kusu 5 tisic kusu 0 tisic kusu 1 tisic kusu
Zavod 2 0 tisic kusu 4 tisic kusu 3 tisic kusu 7 tisic kusu
Zavod 3 3 tisic kusu 2 tisic kusu 0 tisic kusu 2 tisic kusu
Dalsi tyden:

9 4 40
Produkce zapsana pomoci matice B B={({0 5 18

4 1 10
Ukoly

a) Jakaje celkova produkce za oba tydny? Reste pomoci sou¢tu matic 4 + B.




b) Zisky spolecnosti za vyrobky 1,2,3,4 vyjadifime matici Z =

QXN LOW

Urcete zisk spole¢nosti pro dané 3 zavody pomoci matice (4 - Z).

Vysvétlete, proc¢ zisk spolecnosti pro dané 3 zavody nelze urcit pomoci matice (Z - A)

7

RN

c) Objemy zasob pro logistiku firmy pro jednotlivé vyrobky urcuje matice V =

Urcete prehledné zisk i naroky na skladovani pro dané 3 zavody.

Urcujeme pomoci souc¢inu matic A4 -

SN LOW
Ul =
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Inverzni matice
Necht 4 je ¢tvercova matice. Inverzni matici k matici A nazveme matici A™%, pro kterou plati
A-A1=].

Plati: A~ existuje, pravé tehdy kdyZ je matice A reguldrni (¢tvercova matice s linedrné neza-
vislymi Fadky). Ke kazdé regularni matici A existuje pravé jedna inverzni matice A~1.

Pozndmka: K singularni matici (¢tvercova matice slinearné zavislymi radky) tedy inverzni
matice neexistuje.
Véty o vlastnostech inverznich matic
Plati: Je-li matice A regularni, pak A~ 1je také regularni.
Plati: A, B - reguldrni matice stejného rddu, ¢ € R,c # 0
(1) (A1) 1=A, tedymticelaA!jsowmavzij eni nverzni
(2) A-AT=A1-A=],
(3) (AB)'=B7'ATY

4) (A=A

Vypocet inverzni matice

Matici 4, k niZ chceme spocitat inverzni matici, dame do levé casti ,,dvojmatice”, za svislou ca-
rou napi$eme jednotkovou matici stejného Fadu, jako je ¥ad matice A. Upravami na Fadcich
této ,dvojmatice” prevedeme matici A na jednotkovou matici- stejné jako pri reseni soustav
Jordanovou metodou. Se sloupci matice Zadné upravy neprovadime. Pokud je matice A regu-
larni, vznikne na misté pivodné jednotkové matice inverzni matice A1 (pokud je matice A
singularni, vynuluje se jeden radek matice A a inverzni matice nejde dopocitat):

AN~ ...~JIA™.

Priklad 8

-1 -2 3
Vypoctéte inverzni matici k matici A = ( 0 1 2).
1 1 =7

Reseni
-1 -2 311 0 O -1 -2 3|11 0 O -1 -2 3|11 0 O
0 1 210 1 0]~ 0 1 210 1 0]~ 0 1 210 1 0]~
1 1 =710 0 1 0 -1 —-411 0 1 0 0 -211 1 1
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9 11 7
-2 -4 0|5 3 3\ (-2 0 09 11 7 1002 "2 72
(o1o1z1>~(o1o121>~010121.
0 0 -2l1 1 1 0 0 -2l11 1 1 oo 141 1 1
2 2 2
9 11 7
2 T2 T2 -9 —-11 -7
Tedydl=| 1 2 1=§-<2 4 z).
_r o1 1 1 -1 -1
2 2 2

Pokud bychom chtéli udélat zkousku, staéi ovéfit, Ze A - A=t = J. Jelikoz se 1épe nasobi celodi-

, . . —1 vs 1
selné matice, vytkneme z matice A~1 ¢éislo 5"

-1 -2 3\ 1 /79 -11 -7 2 0 0
A-At=( 0 1 2 5 2 4 21={0 2 0]
1 1 -7 -1 -1 -1 0 0 2

Cviceni

1. Vypocitejte z nasledujicich vztaht x, y, z, v:
2 =1\ _,(y 2\_(4 u—-10
“)3(x 3) 2(3 —1)_(3 10—v)
X u 2y 4v\ _( 2 -10
b) 2 (—y Zv) + (_2x Zu) B (—2 —10)
2. Vypocitejte souciny matic 4, B (pokud je definovan):

5 —2 4 -1 2 0 A 2 -3
a)A=(3 -3 3>,B=( 3 —4 1) b)A=(3 _4),B=<—1 1>,

2 1 0 2 1 -2 0 2
1 -2
2022 1 =2 3\ . (4 1 —2
C)A_(333)'B_(1 :g) A= 5 1) 8= 3 )
;gi 1010 2 1 3 ;fé
9a=(22 2)B=020 1] pa=(o 1 2)5=(2 D
11 2 11 0 1 2 1 s 12

3. Vypoditejte inverzni matici A~ k maticim A:

s 1 0o 1 3 1 0 0 11 2
a) (1 2), b 1 0 -1) ¢ (=5 —4 -1} d) (5 4 1
3 -1 2 3 5 1 4 3 0
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4. Vypocitejte A=1,B~1,AB, (AB)™! pro A= (; :g), B = (2 1).

Vysledky

1. a) x=3,y=1lLu=3,v=-1, b) x=1—-t,y=tu=-5-2s5,v=s; s,teER

-3 22 -10 1 -4 2 -7 8
2. ay AB=(-6 21 -9 |,BA={|1 7 0), b) ABnelzegBA=| 2 -2

5 -8 1 17 -9 11 6 -8
6 —12 —4 -4 4
C) AB=( ),BA= —4 —4 —4), d) nedefinoanoani AB ani BA,
9 -18
-4 —4 —4
5 32 2 14 A
e) AB = ,BA=|6 7 3|, f) ABnedefinouano, BA =
5 4 3 1 5 3 7 8 8 13
4 7 3 3 1 3 3
2 1 L 1 5 1 1 0 0
3. a) A—1=—( ) b) Al=3(-1 —9 3], ¢ at=( 2 1 1)
7\—=1 3 2
1 3 1 -13 -5 —4
3 -6 7 1/ 2 -1 1 1 1 0
d At=| -4 8 -9, e)A‘1=Z —4 2 2, HAtlT=11 0 -1}
1 -1 1 2 1 -1 0 O 1
0 1 -1 o R
g) Als , h)y A7'==(-8 100 5|
1 0 1 1 25 _g 15 1
-1 1 0 0
O 1 2 1
(732} g ~3 /8 1 L5 -3
44 _(—2 1)' B = 1 2 'AB_(13 2)'(‘43) B A
3 3 3
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Maticové rovnice

Maticovou rovnici se nazyva kazda rovnice, v niZ kazdé pismenko v rovnici predstavuje mati-
ci. Uvazujme maticovou rovnici AX = B, kde matice 4, B jsou typu A, xn, Byxp @ X je neznama
matice, kterou chceme z rovnice vyjadrit. Déleni matic neni definovano, proto abychom se
matice A v rovnici ,zbavili“, vynasobime celou rovnici matici inverzni k matici 4, pokud je A
regularni. ProtoZe ndsobeni matic neni komutativni, je tfeba rozliSovat nasobeni rovnice
matici zprava nebo zleva:

AX=B = A1 AX=A"'B = (A 1'AX=4"'B > JX=A"'B = X=AB.
Plati: Je-li A regularni, ma rovnice AX = B pravé jedno feSeni X = A™1B.

Priklad 9

Vypoctéte matici X z maticové rovnice AX = 2B, je-li dano
_(4 2 _( 3 4
A_(Z 2)’ B = (—2 5)'
Reseni
Z maticové rovnice AX = 2B nejprve vyjadrime obecné matici X:

X= A"1-2B,

pak vypocteme inverzni matici k matici A (za predpokladu, Ze je matice A regularni):

G 2o -G 2h -G 2l 5)-

O -

Inverzni matice A~ lje tedy A™1 =

N R NP
N
Il
N | =
|
=
|
N =
N

Nakonec vynasobime matici A~ s matici 2B:

v aan=i(] D) 9

(5 78

-7 6/

Zkousku mizeme provést tak, Ze vyslednou matici X dosadime do zadani a ovérime rovnost
pravé a levé strany.

Priklad 10

Vypoctéte matici X z maticové rovni XA — 2XB = C, kde
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1=C 2= De-(5 9

Reseni
Z maticové rovnice XA — 2XB = C nejprve vyjadiime obecné matici X:

X=C-(A-2B)"L.

Pak postupné vypocitame (A — 2B): (A —2B) = (i _;) -2 (; _i’) = (é _i),

1 2 1 2
e (G 3 DG o D0 o -2 amm=fo )

4

nakonec spolu vynasobime matici Ca (A — 2J)~! (pozor- je nutné dodrZet poradi soudinu tak,
jak jsme ho vyjadrili obecné ze zadani, nebot soucin matic neni komutativni!).

1 2
= (5 o -1)=(5 946 D-3C 39-G5 9

Zkousku mlZeme opét provést dosazenim matice X do zadani a ovéreni rovnosti pravé a levé
strany zadani po vynasobeni matic.

Cviceni

1. Reste maticovou rovnici AX = B pro dané matice A4, B:

a a=(; 0.5=( 2) na=(; B=( 3
0 4@ Da-G ) @ as( Da-C 3
o a-( DasEl v s Da-(S 0

2. Zmaticové rovnice nejdrive vyjadrete matici X, do vysledku pak dosad’te dané matice a
vypocitejte:

a) AX-A=BX, kde a=(2 2}, B=(] 2),

b) Xa+xB=2x+B, kdea=(} T3), B=(1 _%)

¢) 34X —2X = 10], kde A = (_(1) (1))

d) C+xa=Ba kde a=(") 0),B=(_% )c=(; _9)
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3. Urcete matici X vyhovujici maticové rovnici AX = B — 3X + A, kde

_(1 3 _ (1 3
D A=(, o) 8=(; 3)
_(1 0 _ (1 2
b) A_(l 1)'B_ 3 1)'
_(1 1 _ (7 1
©) A‘(o 1)'3_ 1 2)'
4. Res$te maticové rovnice pro zadané matice 4, B, C:
a) 5X—-A-2C=A-B+4X+C,
b) -X=A+2B-5C,
c) 3A—-X=24+C,
d) 2X-B+2C=A+2B+3X—-C,
(2 01 0 1 (3 01 0 1 _(1 1 0 3
kded=(G 5 511 B=G o201 ¢=G o713
Vysledky
0 0
1. a) X=|1 1 b) nema reSeni,
2
1-2s, 2-2t\. _(3—2s, 5-2t\.
9 x=( 5 )isteR, d) x=( 5 ) )isteR,
v _( 5 -1
e) nema reSeni, f) X—(_7 6)'
4 2 2
2. a) X=A-B)t-A=| 3, 3| b X=B-(A+B-2)7'=
-= -2 —
_ on-1_ (2 -3 _ my.a-1_ (5 3
0 X=10BA-2)""=( » _5), d) X=BA-C)-A _(2 2).
v _1(4 4 _ 131
3. a) nemaresSeni, b) X—§(7 3), C) X—16(4
— o4 _ _ (4 31 9 1
4. a) x=24-B+3c=(; > ¢ > 1)
_ _ _ 6 —-10 6 -30 6
b) x=24+48-10c=(_p T 5 T30 °)
A _c_ (1 -1 1 -3 1
9 x=a-c=(_, 5 1 3 q)
A _ (-8 3 -4 9 -4
d) X=-A-3B+3C= (T, o o 1 _.)
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Re3eni soustavy linedrnich rovnic uzitim inverzni matice

KaZdou soustavu lze zapsat jako maticovou rovnici AX = B, kde matice A,,, je matice sou-
stavy (matice koeficienti u nezndmych na levé strané rovnice), matice ¥ = (x, x5, ..., x,)7 je
sloupcovy vektor neznamych (matice je transponovana typu X,,»;, aby byl sou€in matic 4 - X
definovan), matice B je sloupcovy vektor pravych stran soustavy (opét transponovany vektor

b = (by, by, ..., by)T = Byy).

Homogenni soustava je soustava linearnich rovnic, kterd ma na pravé strané samé nuly. Tuto

soustavu lze zapsat jako maticovou rovnici AX = 0, kde O je nulovy vektor 6 == (0,0, ...,0)7.
Priklad 1
Soustavu 3x; —2x,—4x3= 5

_le + xZ - SX3 = _2

napiste jako maticovou rovnici.

Reseni
(372 (=)0

Soustavu AX = B lze reSit jako maticovou rovnici. Je-li 4 regularni matice, dostaneme vektor
feSeni ¥ = A~1B (vyjde pravé jedno fe$eni soustavy linearnich rovnic, matice A~! je inverzni
matici k matici 4, matici A~ nasobime zleva s matici B sloupce pravé strany).

Priklad 2

Uzitim inverzni matice vyresSte soustavu linedrnich rovnic
—x1 - 2x2 + SX3 = 4
xZ + Z.X3 = _3

x1 +x2 - 7.X3 = _5.

Reseni

ReSeni soustavy je dané vztahem X = A™!B. Tedy nejdiive musime najit matici inverzni

-1 -2 3
k matici A = ( 0 1 2). Tuto matici A~ jsme nasli v ptikladu 8. (str. 26):
1 1 =7
2 7
2 2 2 L -9 -11 -7
Al = 1 2 11=-{ 2 4 2 |
N -1 -1 -1
2
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Dana soustava ma prave jedno reSeni dané vztahem

1[(-9 —11 =7\/ 4\ 1/ 32\ /16
X=A"B=5| 2 4 2|(-3]=5(-14|=(-7)
-1 -1 -1/\-5 4 2

Resenim soustavy je tedy x; = 16, x, = =7, x3 = 2.
Pozndmka: Reseni jediné soustavy uZitim inverzni matice nenf efektivni - je p¥ili§ pracné. Me-
toda je ale dobre vyuzitelna v pripadech, kdy je treba resit vice soustav se stejnou matici sou-
stavy, ale rliznymi pravymi stranami. Zapis AX = B je ale velmi prakticky a hojné pouzivany
pii formulaci riznych tvrzeni o soustavach rovnic.
Cviceni
Reste nasledujici soustavy pomoci inverzni matice:
a) 3x;—x, =21 b) X, +3x3 =-2
x1 + 2x2 = 14 x1 _X3 = 1
_le _xZ + ZX3 = 0
c) —3x;—2x,=1 d) 3x; —2x; +x3= 1
le + xz = 2 le _X3 = 2

x1 —3x2 + SX3 = 0

e) 3x;—3x,—2x3= 0 f) x1—2x,+2x3= 7
7x1_8x2_5.X3:_1 3x1+ x2+ .X3 = 0
6x1 - 7x2 - 4X3 = 1 —x1 + 2x2 + S.X3 = 21
Vysledky
3 7 1
a) x;,=8,x,=3 b) X1 =2, %= =3, X =,
c) x; =05 x,=-8, d x;=-3,x,=-9, x,=-8,
9 1
e) x;=3,x,=-1,x, =6, f) xlz—;,xzz—;,x2=4.
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Aplikacni priklady z praxe Il

Priklad 1

Spotiebitelé A, B, C hodlaji zakoupit zboZi z;, z,, 73, z,, kazdy ze spotiebitelli v jiném mnoZstvi.
Cely nakup miiZe kazdy ze spotiebitelli zrealizovat bud’ v obchodé 0, nebo v 0,. Ktery obchod
bude pro kterého spotrebitele vyhodné;jsi?

Tab. 1.1. Pozadované mnozstvi zbozi

4 Z z3 2
A 6 5 3 1
3 6 2 2
C 3 4 3 1

Tab. 1.2. Ceny v obchodech 0,a 0,

0, 0,

7 1,50 1,00
2 2,00 2,00
Zs 5,00 4,50
Z4 16,00 17,00

V tabulce 1.1 je uvedeno, kolik kusti zboZi z;, z,, z3, z, kazdy ze spotiebitelii pozaduje, tabulka
1.2 uvadi ceny zboZi v obchodech 04, 0,.

Reseni
Z tabulek je zfejmé, Ze napft. spotrebitel A zaplati
e vobchodé0,:6-1,50+5-2,00+3-500+1-16,00=47

e vobchodé 0,:6-1,00+5-2,50+3-4,50+1-17,00 = 45; podobné pro spotrebi-
tele B, C.

Castku zaplacenou spotiebitelem A vobchodé O1 lze zapsat jako skalarni soudin vektoru
4, = (6,5,3,1) (udavajictho pocet kusi zboZi poZadovany spotiebitelem A) a vektoru
p1 = (1,00;2,00;5,00;16,00) (udavajiciho ceny zboZi v obchodé 0,)

Tedy

q:-p. = (6,5,3,1)-(1,00;2,00;5,00;16,00) =6-1,00+5-2,00+3-5,00+1-16,00 = 47,
castku zaplacenou spotrebitelem A v obchodé 0, jako skalarni soucin
q:-p2=(6,5,3,1)-(1,00;2,00;4,00;17,00) =6-1,00+5-2,00+ 3-4,00+ 1-17,00 = 45.
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Celkové lze ceny zaplacené spotiebitelem A, B, C v kazdém z obchodi 0,, 0, zapsat pomoci

1 1
6 5 3 1 5 2
soufinu matic, poptavkové matice Q = (3 6 2 2 |acenové matice P = 5 4
3 4 31 16 17
47 45
Napf. prvni radek matice R = Q- P = | 57 57 | vyjadfuje ¢astku, kterou zaplati spotrebitel A
42 40

v obchodé 01 (prvek r;;) av obchodé O (prvek ry,).

Jak je vidét, je pro spotrebitele A a C vyhodnéjsi nakoupit v obchodé 0, , spotrebitel B by za-
platil stejné v 0, jako v O,.

Priklad 2

UvaZujme tri vyrobce A1, Az, A3; kazdy z nich vyrabi jeden druh zboZi z;, z,, z3, kazdy prodava
pouze ostatnim dvéma a nakupuje jen od nich. Nasledujici tabulka 1.3 uvadi podil jednotlivych
vyrobci na spotiebé jednotlivych vyrobki:

Tabulka 1.3

Z1 Z2 Z3
Ay 0,6 0,2 0,3
A, 0,1 0,7 0,2
As 0,3 0,1 0,5

Napft. prvni sloupec udava, ze 60 % produktd z; spotfebuje sdm vyrobce A;, 10 % odebere
vyrobce Az a 30 % odebere A3z Je tedy ziejmé, Ze soucet Cisel v kazdém sloupci je roven 1.

Reseni
Oznacme x; X, x3 pifjmy vyrobct Az, Az, As. Potom Castka, kterou utrati A; celkem za zy, z2, z3,
je 0,6x; + 0,2x, + 0,3x3. ProtoZe predpokladdme, Ze vydaje kazdého z vyrobcl jsou rovny

jeho prijmiim, dostdvame pro vyrobce A;rovnici 0,6x; + 0,2x, + 0,3x3 = x4, podobné pro vy-
robce A, A3. Odtud dostdvadme soustavu rovnic:

O,6x1 + O,ZXZ + O,SX3 = xl,
0,1x1 + 0,7x2 + O,Z.X3 = xZ,
03x; + 01x, + 05x;3 = xs.

Tato soustava miiZe byt zapsana jako maticova rovnice AX = X, kde

06 02 03 X1
A= (0,1 0,7 O,2> aX=x%=(x,x,,x3)7 = (x2> je sloupcovy vektor.
03 0,1 05 X3

ProtoZe predpokladame nezaporné piijmy jednotlivych vyrobctli, dostdvame navic podminku
x; = 0 pro i = 1,2,3 (ozna¢ime X > 6). Rovnici AX = X mlzZeme ptepsat v ekvivalentni formé
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(A—))X = 0 . Matice A — ] je singularni, k feSeni maticové rovnice nelze pouzit inverzni ma-
tici. VyreSime homogenni (s nulovymi pravymi stranami) soustavu:

0
0
0

Obecné teSeni (tedy libovolné feSeni) této soustavy ma tvar X = t(13,11,10); podminka

01 -03 0,2

(—0,4 0,2 0,3
0,3 0,1 -0,5

X = 0 bude splnéna pro t > 0.

Tento vysledek znamena, Ze pro fungovani tohoto modelu je tieba, aby piijmy vyrobcl A,
A,, A; byly vpoméru 13:11:10.

Pozndmka: Poznamenejme, Ze jde o linearni model produkce, ve kterém reSime soustavu line-
arnich rovnic x; = a;1x; + appx, + -+ a;x, + ¢, i = 1,2,-+-,n, kterou lze zapsat jako mati-
covou rovnici

X = AX + B neboli (po ptrevedeni X na jednu stranu) (J — A)X = B.

Resenim je vektor (Fadkova matice) X = (J — A)~'B. (tento postup vyuzivame v piikladu 3.)

Priklad 3

Predpokladejme, Ze k vyrobé 1 tuny plodiny na farmé, ktera produkuje jednu plodinu a hnoji-
vo, je tfeba 0,2 t téZe plodiny a 0,2 t hnojiva, zatimco k produkci 1 ¢ hnojiva je potieba 0,4 ¢t
plodiny. Kolik tun plodiny a hnojiva musi farma kaZdoro¢né produkovat, potrebuje-li pro
vlastni spotrebu (¢i prodej) kaZdorocné 8 tun plodiny 1 ¢t hnojiva?

Reseni

Oznacme x; mnoZstvi vyprodukované plodiny a x, mnoZstvi hnojiva. Na produkci x; plodiny
potiebujeme 0,2x: plodiny a 0,2x; hnojiva, na x2 hnojiva potfebujeme 0,4x; plodiny. Je tedy
potreba vyprodukovat x; = 8 + 0,2x, + 0,4 x, plodiny a x, = 1 + 0,2x; hnojiva. Budeme resit
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kterou Ize reprezentovat jako maticovou rovnici

x=ax+piex=().a=(oz 9).8=(7")

Na rozdil od predchoziho ptikladu je soucet ¢lenti v jednotlivych sloupcich matice A mensi nez
1.

Maticovou rovnici pfevedeme na tvar (/] — A)X = B a vyfeSime ji pomoci inverzni matice.
Rovnici vynasobime zleva matici (j — A)"1(J — A)X = (J — A)7!B.

Urc¢ime inverzni matici k matici ] — A = (_0(’)82 _2’4), vyjde J —A)"1 = %(255 ;8)

Dosadime do maticové rovnice a uré¢ime matici X:
(1 m-1p _ 1 (25 10\ 104\ _ (15
X=0U-4) B_18(5 20) (1)_(4)'
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Jedinym feSenim je x; = 15 ¢t plodiny a x, = 4 t hnojiva.

Nasledujici priklad se tyka teorie grafi, viz napf. [PHC ] v literatufe.

Priklad 4

UvaZujme skupinu vyrobctli Ay, -+, A,. poloZime a; j = 1, jestliZe vyrobce A; miiZe dodavat zbo-
zi vyrobci Aj, a pokud ne, polozime a; j= 0 (navic predpokladame a;; = 0 pro vSechna
i=1,-,n).

Usporadame tyto prvky do Ctvercové matice A. Oznacme symbolem A; — A; skuteCnost, Ze

vyrobce A; miZe dodavat zboZi vyrobci A;. Napt. matice

Rk oo
RO OR
coro
oOR OrR

udava, ze A; = A, A > Ay, A, > A3, A3 > A, A3 - Ay Ay > A A, — A, Protoze A; — A,
aA, - Ay, jezrejmé, Ze A;a A4si mohou dodavat zboZi vzajemneé.

Reseni

Podivejme se nyni, co predstavuje matice

A2=A-A=

O RR, R
P NO R
=N
(S

Ozna¢me prvky matice A% jako (a?); ; Pak napf-
(a2)32 = a31a12 + a32a22 + a33a32 + a34_a4_2 = 1 + 0 + 0 + 1 = 2.

Toto Cislo udava, ze vyrobce Az milize dvéma zpiisoby dodavat vyrobci Az zboZi ve dvou kro-
cich (pres jednoho dalSiho vyrobce): A; - A; A A; = A, (nebot azia,, =1)ad; > A4, NA, -
A, (nebot as,a,, = 1). Podobné: vyrobce A; nemize dodavat zboZi vyrobci A, ve dvou kro-
cich, protoze (a?),4 = 0 (ale mizZe mu dodavat zboZi ptimo, jelikoz a,, = 1).

Podobné prvek (a*); ; matice A* udava pocet zptisobt, jak miZe vyrobce A; dodat zboZi vy-
robci A;ve tirech krocich:
2
0
3 - 4.42 —
A°=A-A 1

)

R NN R
R, NO -

N ==

1
Odtud napf.. (a3)32 = (a2)31a12 + (a2)32a22 + (a2)33a32 + (a2)34a42 = 1 + 0 + 0 + 1 = 2.

Jsou tedy dvé moznosti, jak mliZze vyrobce Az dodat zbozi vyrobci A; ve trech krocich:
A3 > Ay NAy > A AN Ay > Ay(nebot(a?)31a:; = (31011 + Q32051 + A33a31 + A34041) 015 =
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0+04+0+1)-1=1) a A;3>A AA; > A, NA, > A, (nebot (a?)3sa4, = (azia44 +
(32054 + Q33034 + A34044)04; = (1 +0+ 0+ 0) -1 = 1). Obecné je pocet zplisobd, jak dorudit
zboZi od vyrobce A; k vyrobci Aj v nejvyse k krocich dan prvkem v i-tém radku a j-tém sloupci
matice A + A% + A3 + -+ + AK.

Tedy z matice (viz matice 4, A%, A3 uvedené vyse)

A+ A% 4+ A3 =

W wnN N
W s DN W
NDNRE N
N Wk W

miiZeme napi. vycCist, Ze jsou Ctyfi moZnosti, jak mize vyrobce Az dodat zbozi vyrobci A
v nanejvys tiech krocich.

Cviceni

1. Spotrebitelé A, B, hodlaji zakoupit zboZi z;, z2, z3, z4, kazdy ze spottebitelli v jiném mnoz-
stvi. Cely ndkup muze kazdy ze spotrebitelli zrealizovat bud’ v obchodé 0O; nebo v O..
V tabulce 1.3 je uvedeno, kolik kusi zbozi z;, z2, z3, z4 kazdy ze spotiebitelli pozaduje, ta-

bulka T1 uvadi ceny zboZi v obchodech 03, Oz. Pomoci vypoctu soucinu matic urcete, ktery
obchod bude pro kterého spotrebitele vyhodnéjsi, pokud

a) uvazujeme tabulky
Tabulka T;. PoZzadované mnoZstvi zboZzi

Z Zy Z3 Zy

A
B 3 0 2 2

Tabulka T,. Ceny v obchodech 0, a 0,

0, 0,
Z 2,00 1,00
Z, 2,00 2,00
Z3 5,00 4,00
Z4 6,00 7,00

b) uvaZzujeme tabulky
Tab. T,. PoZadované mnozstvi zboZi
4 Z z3 2
A 3 2 1 1
B 2 5 1 2
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Tab. T, Ceny v obchodech 0;.0,

0, 0,
Z 20 21
Z, 22 21
Zs 45 41
Z4 10 11

2. Ekonomika malého statu produkuje dva statky a, b. Na vyrobu jedné tuny a je treba 0,5 t
a a 0,5 tb, na vyrobu jedné tuny b je treba 0,1 t a. Pomoci inverzni matice (jako
v prikladu 3.) urcete, kolik je tfeba produkovat ro¢né statku a a b, pokud je rocni spotieba

a) 9tstatkuaa 18 tstatkub,
b) 9 tstatkuaa 4,5 tstatku b?

Vysledky
2 1
2541\ (2 2)_(40 35 - yove o s .
1. a) (3 0 2 2) (5 4 —(17 25),proA]evyhodne151nakuvaz,pranakupv01,
6 7
20 21
b) (; é i ;)(ié 42& =Gig ;ig), pro oba nakupujici je vyhodnéjsi nakup v O,.
10 11
1020 2 9\ _1(216\ _ (24
2. a) 5(10 10) 18)—9(270)—(?)()),VZALtstatkua,30tstatkub,

(
b) é(lo 10) : (4?5) = g(igg) = (ﬁ) 21 tstatku a, 15 tstatku b .
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5. Determinanty

Determinant je realné cislo, které je jednoznacné prirazeno kazdé ¢tvercové matici (pro
matice, které nejsou ctvercové, se determinant nedefinuje).

Determinant ¢tvercové matice A fadu n X n (pro n € N) se znaci detA nebo se zapisuje ve tvaru
A1 Q12 413

ay1 Az Az
az; dszp dzz

detd =

Pozor - tento zapis je nutné odliSovat od zapisu matice, kde pouZivame jiné typy zavorek:
A1 Q12 433 A1 Q12 Q13
A=|(01 Az Q3 |= |Q21 A2z Qz3|.
az; a3z 04z az; a3z 04z
Determinant druhého radu je definovan vztahem

|a11 agy

= Qy10;5; — A0
ayy a22| 11422 12021

(determinant druhého rddu Ize vypocitat tak, Ze od soucinu prvkii na hlavni diagondle odecteme
soucin prvki na vedlejsi diagondle).

Determinant tretiho radu je definovan vztahem
ai1 Q12 Qg3

ay1 Qzz Az
az; dzp dzz

= Q11032033 + A21A32013 T A31A12023 —

(a13022031 + A11A32053 + A21012033)

(determinant tr'etiho rddu Ize vypocitat tak, Ze od tri scitancti, které ziskdme naznacenym zpii-
sobem jako souciny prvkii ,ve sméru hlavni diagondly a jejich rovnobézek”, odeCteme dalsi tri
cleny, které urcime stejnym zptisobem jako souciny prvkii ,ve sméru vedlejsi diagondly a jejich
rovnobézek").

Priklad 1
3 _g 1 4 9
Vypoctéte determinanty | > 4 | al7 2 5|
6 8 3

B ;5|=3-4—2-(—5)=12+10=22,

1 4 9
7 2 5|=1-2-3+4-5-6+7-8:-9—-(6-29+7-4-3+8-5-1) =398
6 8 3
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Determinant vys$s$iho radu (n X n,n > 3) lze definovat rekurentné (tzv. Rozvoj determi-
nantu):

detA = (_1)1+1a11 de tAll + (—1)1+2a12d€ tAlZ 4 +(_1)1+na1nde tAln )

kde detA;; je determinant matice, ktery vznikne vynechanim prvniho adku a j-tého sloupce

matice A.
Také plati, Ze misto prvniho radku mtiZeme vzit libovolny jiny radek a vysledek bude stejny:
detd = (—1)*1q;, detd;; + (=1)"2a;,detA;, ++ +(=1)H"a; detA; ,

kde detA; j je determinant matice, ktery vznikne vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce

matice A.

Priklad 2

Vypoctéte determinant ¢tvrtého radu

o

oNn o o
wWo s R
S o w

Reseni
Determinant budeme pocitat pomoci véty o rozvoji determinantu. Nejvyhodnéjsi zrejmé bude

rozvinout determinant podle druhého sloupce, ktery obsahuje nejvice nul, tedy vypadne hod-
né ¢lent (vynechame 3. radek a 2. sloupec):

1
_?1) = (=1)%*%-2- =(-1)3*2.2-(16 —15+0—20+4) =
1

SN OO

WA
S o

1
-1
1

wWo b
S o wm

= (—2) - (—15) = 30.
Tento vypocet mliZeme ovérit vypoctem na grafickém kalkulatoru.

vv/

Pozndmka: Stejnym zpiisobem se daji pocitat determinanty vyssich rddii.

Vlastnosti determinantu

Plati nasledujici véty

Determinant trojihelnikové matice je roven soucinu prvkii na jeji hlavni diagondle.
Zdménou poradi dvou rdadki matice se zméni znaménko determinantu.
Vyndsobenim néjakého rddku matice nenulovym cislem k se determinant k-krdt vyndsobi.

BN

Prictenim ndsobku rddku k jinému rdadku se determinant nezmént.
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TotéZ plati pro sloupce matice (plati totiz, Ze detA = detAT).

5. Pro A, B ¢tvercové matice typun X n: det(A - B) = det(A) - det(B),

6. Pro A ¢tvercovou matici typun X n: detA = detA”,

s s . . - 1
7. Pro Areguldrni matici: detA™! = —
det A

Dané véty lze vyuZzit pfi vypoctu determinantu. Diikazy téchto vét jsou v literatui'e [BHN ].

Priklad 3

Vypoctéte determinanty

2 -7 5 101 5 10 0
0 6 4 -1
0 -3 6], , 0 1 0
0 0 5 0 0 7 4 00 1
0 0 O 0
Reseni
VSechny tfi determinanty feSime pomoci 1. véty:
2 -7 5 é g 411 51 100
0 -3 6/=2-(-3):5=-30; =0 0 1 0l=1.
0 0 5 00 7 4 00 1
0 0 O 0

Cviceni

1. Vypocitejte nasledujici determinanty, vysledek ovérte na grafickém kalkulatoru:

—2 3 6 0 0 -3 7 1
a) | —4| b) |—1 2 ‘) |—2 7| d) |—1 2
osr i 1 -2 3 0 1 2 2 -5 1
0 | S%p |4 3 20 9 3 4 5 hy |3 4 —2
1 0 -2 6 7 8 1 1 2
4 -3 4
) |-3 4 3|
4 3 4

2. Vypocitejte nasledujici determinanty, vysledek ovérte na grafickém kalkulatoru:

0 1 2 =3 2 3 0 -3 0 1 1 1
-1 2 0 3 3 6 -2 -7 1 0 1 1
b
A1, 34 —7 ) |5 25 4 3 91110 1
-3 6 2 7 4 5 3 -8 1 1 1 0
1+cosx 1+4+sinx 1 21 é (i i
d |1—-sim 1+4+cosx 1 e) .
1 1 1 -1 1 1 1
0 1 1 3

45



10.

Vypocitejte nasledujici determinanty, vysledek ovérte na grafickém kalkulatoru:

B O w o

1 0 0 O 1 1 1 1 0 0 0 1 2 —1
0 0 1 0 2 2 2 2 0 0 1 1 1 0 —
b d
D110 0 3333 9111 L
0 0 0 1 4 4 4 4 1 1 1 1 0 3
Vypocitejte rozvojem dle zvoleného radku nebo sloupce nasledujici determinanty:
-3 1 2 0 4 3 1 -1 0 -2 3
1 -1 0 1 1 2 0 -3 1 0 5
b
S V2 0 5 2 Il o 3
2 0 —4 3 3 1 0 2 2 1 0
Reste rovnici s determinantem:
x 1 x
2 x 3|=6.
x 4 x
Naleznéte koreny polynomu:
X X X
1 x x|
1 1 x
Vypocitejte:
1 1 1 3
1 1 3
1 3 1 1 3 3
1] + + + :
|||33|§§§1333
3 3 3 3
Reste rovnici s determinantem:
x> 4 9
x 2 3|/=0.
1 1 1
Urcete, pro ktera x je detA < 0, je-li:
x 1 0
detA=(0 x 1]
x 0 1

Vypocitejte rozvojem dle zvoleného radku nebo sloupce nasledujici determinanty:

1 2 -1 2 -1 2 1 -1 1 3
3 -4 2 -1 1 -1 1 -1 -1 1
a) |5 3 -2 1 =2 b) |11 2 1 2 0|
2 2 -1 3 -1 0 -1 -1 1 1
2 -1 3 1 3 3 2 -2 =21
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1. a) 5
b) 12
c) -6
d 15
e) 1
f) -9
gl O
h) 47
i) -144

3. a) -1
b) 0
c) 1
d) -10

5. x=-2

7. 7

9. x€e(-1;0)

10.
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a) 8
b) 2
c -3
d) 1
e) -5
a) 70
b) 24
c) -153
x=0vx=1
x=2Vx=3
a) 28
b) -252



Reseni soustavy linearnich rovnic uzitim determinantu

Je-li matice soustavy linearnich rovnic regularni (tj. det4A # 0), ma tato soustava praveé jedno
feSeni a toto feseni Ize ziskat tzv. Cramerovym pravidlem. Ozna¢me A; matici, kterd vznikne
z matice A (z matice soustavy) nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravé strany (oznacenym

vektorem b, predstavime-li si soustavu jako maticovou rovnici AX = I;). Pak Ize

det A;
detA’

i-tou neznamou x; vypocitat podle vzorce: X; =

Pozndmka: Vsimnéte si, Ze Cramerovo pravidlo je pouZitelné skuteCné jen pro soustavy
s reguldarni matici, nebot’ jmenovatel vyse uvedeného vzorce je nenulovy prdvé jen pro reguldarni
matici. Resit celou soustavu Cramerovym pravidlem je pracné, aviak Cramerovo pravidlo umoz-
nuje vypocitat treba jen jednu nezndmou ze soustavy. TéZ je pouZitelné tehdy, pokud se neméni
matice soustavy, ale méni se pouze vektor pravé strany.

Priklad 1
Vypoctéte Cramerovym pravidlem neznamé ze soustavy
X1+ 4x,+ x3=3
3x;— x,— x3=1
2x1 + x5, + 2x3 =6.
Reseni

Nejprve spocitame determinant matice soustavy napiiklad Sarrusovym pravidlem:

1 4 1
3 -1 —-1|= —-28 #0.
2 1 2

Determinant je nenulovy, tj. matice soustavy je regularni a miizeme v Crameroveé pravidle po-
kraCovat a urcit detA;, detA,, detA;.

3 4 1 1 3 1 1 4 3
detd; = |1 -1 -—-1(=-28; detd, =3 1 —-1|=0; detd; =|3 -1 1|=-56.
6 1 2 2 6 2 2 1 6
v (. ] detd; .
Urc¢ime neznamé dosazenim do vzorce X; = , 4.
detA
T deta T 287 7 2T deta T 28 7T deta  —28 ~
Cviceni
1. Cramerovym pravidlem vypocitejte x, ze soustavy:
le - xZ + 3.X4_ = 0
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2. Cramerovym pravidlem vypocitejte x; ze soustavy:
X1 —2xy +3x3+4x, = 3
2%y — 2x, + Xy = 0
3x —4x; — x4, =—2
—2x,+ X, + x, = 4.
3. Vypoctéte Cramerovym pravidlem neznamé ze soustavy
31— 2x,+ x3=1
2x4 — X3=2
X1 — 3x, +3x3 =0.
4. Vypoctéte Cramerovym pravidlem neznamé ze soustavy
3x; —3x,—2x3= 0
7x; —8xy —5x3=-1
6x;—7x,—4x; = 1.
5. Vypoctéte Cramerovym pravidlem neznamé ze soustavy
X1 — 2x,+ 2x3= 7
3% + x,+ x3= 0
—X1 + 2x, + 5x3 = 21.
Vysledky
1. x, = :—ig = 35—7
2. xq1= % = _1—2;
3. x;,=-3,x;,=-9,x;, =-8
4, x, =3, x=—-1,x,=6
5 x; = —§'x1 = —;,xl =4

x1 - SX3 = 1
—x1 - zxZ + .X4_ = 3

3x2 +4X3 - .X4_ = 0.
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Aplikacni ptiklady z praxe IV (vyuziti determinanti)

Priklad 1

Na trhu dvou druhti zboZi z1 a z; je nabidka (qis pro z1, qzs pro z2) a poptavka (qid pro zi, qzd
pro zz)popsana vztahy:

Gis = —14+p1,q14 =31 —2p; — py,

qzs = D2, q2q = 40— 2p, — py,

kde p,, resp. p, je cena za jednotku zboZi z;, resp. z,. Cramerovym pravidlem ur¢eme rovno-
vazné ceny p4, p,-

Vyjdeme z rovnosti mnoZstvi nabizeného a poptavaného zboZi z;a z, a vyreSime soustavu
dvou rovnic o dvou neznamych:

Gis = G1a © —1+p, =31-2p; —p, © 3p1 +p, =32
Q2s = qzqa < p, =40—-2p, —p; & p; + 3p, =40.

Vypocteme prislusné determinanty:

B 1 4 132 1 _ ok an_ 13 32| 19020
[l =] g|=9-1=8lal=s ;|=96-40=5614,1=|] ;°|=120-32=88
Cramerovym pravidlem dostavame: p; = % = 58—6 =7,p, = % = % =11.

Rovnovazné ceny jsou p; = 7 K¢/ks, p, = 11 Ké/ks.

Priklad 2

Predpokladejme, Ze k vyrobé 1 tuny plodiny na farmé, ktera produkuje jednu plodinu a hnoji-
vo, je treba 0,2 t téZe plodiny a 0,2 t hnojiva, zatimco k produkci 1 t hnojiva je potreba 0,4 t
plodiny. Cramerovym pravidlem urceme, kolik tun plodiny a hnojiva musi farma kaZzdoro¢né
produkovat, pottrebuje-li pro vlastni spotrebu (¢i prodej) kaZzdoroc¢né 10,4 tun plodiny 1 t hno-
jiva.

Oznacme p mnozZstvi vyprodukované plodiny a h mnozZstvi hnojiva. Na produkci p plodiny
potiebujeme 0,2p plodiny a 0,2p hnojiva, na h hnojiva potfebujeme 0,4h plodiny. Je tedy po-
tfeba vyprodukovat p = 8 + 0,2p + 0,4h plodiny a h = 1 + 0,2p hnojiva. Budeme resit sou-
stavu dvou rovnic o dvou neznamych. (po upraveé):

0,8p - 0,4h = 10141

—02p+ h =1.
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Vypocteme prislusné determinanty:

108 =04 _ 1104 -04| _ 108 104 _
|A| = 0.2 1= 0,72,144| = 1 1= 10,8, |4,| = 02 11° 2,88.
, . cos o lAql _ 108 _ _ Azl 288
Cramerovym pravidlem dostavame: p = o 15, h = o

Je potreba 15 t plodiny a 4 t hnojiva.

Priklad 3

Americka firma, ktera méla zisk 200 000 $ pred zdanénim, se rozhodla vénovat 2 % ze zisku
po zdanéni na charitativni ucely. Musi zaplatit statni dan 5 % ze zisku (po zaplaceni charite)
a federalni dan 40 % (po zaplaceni charité a statni dané). Cramerovym pravidlem urceme,
kolik vénuje na charitu.

Oznacme x1 obnos urceny charité, x, statni dan, x3 federalni dan.

Pro obnos na charitu platf: x; = 0,02(200000— (x; + x5)),nebolix; + 0,02x;, + 0,02x; = 4000.
Pro statni dan plati: x, = 0,05(200000 — x;), neboli 0,05x; + x, = 10000.

Pro federélni daf plati: x; = 0,40(200000— (x; + x,)), neboli 0,4x; + 0,4x, + x3 = 80000.
Z danych vztaht sestavime soustavu linedrnich rovnic:
x; +0,02x, 4+ 0,02x; = 4000,
0,05x; + x, + = 10000,
0,4x, + 0,4x, + x3 = 80000.

Vypocteme prislusné determinanty:

1 002 0,02 4000 0,02 0,02
|Al = (0,05 1 0 [=0,9914 |A;| = (10000 1 0 | =2280.
04 04 1 80000 0,4 1
Cramerovym pravidlem dostavame: x; = % = %. Priblizna hodnota je x; = 2300 $, coZ je

Castka, kterou odevzda firma na charitu.

Priklad 4

Cramerovym pravidlem ur¢eme rovnovaznou urokovou sazbu, je-li ktivka IS dana predpisem
i = 10 — 2Ya krivka LM predpisem i = —8 + 4Y, i je udavana v %, Y v miliardach $.

Po Upravé reSime soustavu linearnich rovnic: i +2Y = 10,

i —4Y =-8.
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Vypocteme prislusné determinanty:

11 2_ _ 110 2 _ _ |1 10| _ _
al=11 2 l=-6lal=|"0 2|=-24la,=]] =-18
. : coa o Agl _ —24 Ayl -18 _
Cramerovym pravidlem dostavame: L= = =AY === 3.

Rovnovazna urokova sazba je i = 4 %, uroven diichodu je Y = 3 miliardy $.

Cviceni
1. Cramerovym pravidlem urcete rovnovazné ceny na trhu vice statkd, je-li (ceny pi jsou

v K¢/ks, mnozstvi qiq, qis v kusech, i = 1,2, 3)

a) pro prvni statek poptavka dana funkci q;4 = 100 — 5p; + 3p,, nabidka dana funkci
q1s = 2p; — 10, pro druhy statek poptavka dana funkci g, = 120 — 8p, + 2p4, na-
bidka dana funkci q,5 = 5p, — 20,

b) pro prvni statek poptavka dana funkci q;4 = 20 — p; — p3, nabidka dana funkci
q1s = p1 — 10, pro druhy statek poptavka dana funkci q,; = 40 — 2p, — p3, nabidka
dana funkci q,5 = 2p,, pro treti statek poptavka dana funkci gz = 10 + p, — p3 — p1,
nabidka dana funkci g33 = 3p; — 5.

2. Ekonomika malého statu produkuje dva statky a, b. Na vyrobu jedné tuny a je treba 0,5
taa0,5tb, navyrobu jedné tuny b je tieba 0,1 t a. Cramerovym pravidlem urcete, kolik
je treba produkovat ro¢né statku a a b, pokud je ro¢ni spotireba:

a) 9tstatkuaa 18 tstatku b,
b) 9 tstatku a a 4,5 tstatku b.

3. Cramerovym pravidlem urcete rovnovaznou urokovou sazbu a uroven dichodu, je-li
a) krivka IS dana predpisem i = 7 — 2Y a kfivka LM predpisem i = —5 + 4Y,
b) krivka IS dana predpisem i = 13 — 2Ya kfivka LM predpisem i = —11 + 4Y.

Vysledky
1850 _ 370 _ 1200 _ 240 .,
L a) p=—- == K&/ks p, = ——=="1- K/ks,
—-410 41 ., —280 28 ., —-80 8 ,v
b) P11 = _—30 = ?KC/kS, D2 = _—30 = ?KC/kS, P3 = _—30 = gKC/kS
2. a) 198 _ 24 ¢ statku 231,ﬁ = 30 t statku b,
0,45 0,45
b) b)22 = 21 tstatkua, 22 = 15 ¢ statku b
0,45 0,45
3. a) i=—2=3Y=—2=2,
b) i===5Y=""=4
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