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Predmluva

Touto sbirkou chceme ukazat stredoskolakiim nékteré aplikace matematiky v realnych situa-
cich.

Publikace je ¢lenéna na dvé kapitoly. Prvni obsahuje 18 piikladl uziti exponencialnich a loga-
ritmickych funkci a rovnic v prirodnich védach. Druha kapitola uvadi nejprve priklady analyzy
spotiebniho koSe a rozpocCtu spotrebitele a poté ukazky linearni optimalizace, tj. hledani ex-
trémi linedrnich funkci dvou redlnych proménnych na mnoziné popsané soustavou linearnich
nerovnic.

Ucebni text je urcen studentlim Ctvrtého rocniku Ctytletych gymnazii, ktefi si chtéji na prikla-
dech z praxe procvicit zminnované oblasti matematiky.

Autorky dékuji Ing. EvZenu Markalousovi za pomoc s typografii a cenné pripominky, které pri-
spély ke zkvalitnéni textu.
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Exponencialni a logaritmické zavislosti

Vzorce pouzivané v prikladech z praxe

1. Zavislost hmotnosti m radioaktivni latky na cCase t pri jeji radioaktivni preméné:

t
m =m,g - (0,5)T nebom = my - e ¢,

kde m, je pocateCni hmotnostlatky v ¢ase t = 0 s, T je polocas premény (tj. doba, za niz
se hmotnost m, zmensi na polovinu) a 4 je preménova konstanta.

2. Zavislost tlaku p na nadmorské vysce h (v km):
P =Po-0,88"nebop = p, - e*",

kde p, je tlak v nadmoiské vysce h = 0 km,p, = 1,013 - 10° Pa, 4 je konstanta.

3. Zavislost tlaku nasycenych vodnich par p na absolutni teploté T:
T
p=a-bc,

kde a, b, c jsou konstanty.
4. Zavislost intenzity zareni I na hloubce vrstvy x (v cm):
I=1,-e %,
kde « je absorpc¢ni koeficient (napft. pro hlinik 5,4)
a Iy pocatecni intenzita.

5. Pohyb hmotného bodu s prihlédnutim ke tfent:
m-lnv+k-t=m-C,
kde m je hmotnost, v je okamzita rychlost hmotného bodu, t je ¢as a k, € jsou konstanty.

6. Zavislost teploty T télesa na case t pri preneseni télesa o teploté T4 do prostredi o tep-
loté Ty:
T=(T{—Ty):  a*+T,,
kde a je konstanta zavisla na tvaru télesa a jeho materialu.

7. Model riistu populace:
_ k-Ng-at
No-at+(k—-Ng)
kde N je plivodni pocet obyvatel, N je pocet obyvatel po tletech, k je maximalni moZny
pocet obyvatel na Zemi [20 - 10°], a > 1.

8. Zavislost poctu bakterii Nna Case t:
N=Ny- atneboN =N, e?,
kde N je pocet bakterii v case t = 0 s, a a 4 konstanty.[OD]

Priklady

1. Polocas premény radia A je 183 s. Za jak dlouho od pocatku premény zbude z ptivodni
hmotnosti jedna Sestnactina?



10.

11.

12.

13.

14.

PolocCas premény radia C je 19,7 min. Za kolik minut se jeho hmotnost zmensi na ¢tvr-
tinu?

Ze vzorce pro hmotnost radioaktivni latky pri jeji radioaktivni preméné vyjadrete polo-
cas premény.

Ze vzorce pro tlak nasycené vodni pary vyjadrete absolutni teplotu 7.

Porovnanim obou vzorci pro mnozstvi radioaktivni latky pti jeji preméné urcete kon-
stantu A.

Rentgenové zareni o vinové délce 0,05 um prochazi hlinikovou vrstvou.
a) Vypoctéte procentovy ubytek pti priichodu vrstvou 1 mm.
b) Urcete tlouStku vrstvy potrebnou ke zmenSeni intenzity zatreni na jednu polovinu.

Ze vzorce pro pohyb hmotného bodu vyjadrete zavislost v na t.

V laboratofri je m; g radioaktivni latky s polocasem rozpadu T; a m, g radioaktivni latky
o polocasu rozpadu T,. Za jakou dobu budou hmotnosti obou latek stejné?

Mame 2 télesa o teplotach T; = 200°C, T, = 100°C. Jsou prenesena na vzduch o teploté
0°C. Za 10 minut se prvni ochladi na 100°C a druhé na 80°C. Za kolik minut budou mit
obé télesa stejnou teplotu?

Vakuova pumpa ma byt zkonstruovana tak, aby v uzavieném prostoru snizila tlak kaz-

dou sekundu o 3 %.

a) Kolik % by se touto pumpou snizil pocatecni tlak za 5 s?

b) Pomoci urcité zkonstruované pumpy byl za 3 minuty sniZen tlak na ¢tvrtinu. Vyho-
vuje tato pumpa pozadavku na vykonnost?

V Zivém organismu je podil radioaktivniho '¢C konstantni, dochézi sice k jeho pfeméné,
ale soucasné dopliiovani z vnéjsku. Mrtvy organismus uz '£C neprijima. Skelet zvifete
nalezeny archeology obsahoval 11 % podilu '¢C, ktery ptripada na Zivy organismus. Jaké
je stari nalezu? (T = 5570 let)

Klesne-li tlak vzduchu na 40 % hodnoty tlaku na hladiné more, nema jiz ¢lovék dosta-
te¢ny prijem kysliku z atmosféry. Urcete tuto kritickou vysku.

DDT (dichlordifenyltrichlorethan) je Skodliva latka, ktera se dostava potravinovym re-
tézcem do mléka a jinych potravin. Jeji koncentrace 5 - 107° % je v soucasné dobé jesté
tolerovana, ale ma se v budoucnu sniZit na 2 - 107° %. PouZivani DDT je dnes témér
vSude zakazano. Ale jeho rozklad probiha pomalu, ,poloc¢as rozkladu“ je asi 30 let. Kdy
bude dosaZeno poZadované nizsi koncentrace?

V roce 1960 Zilo na Zemi asi 3 - 10 lidi. V roce 1977 vzrostl pocet lidi na 4,1 - 10°. Kolik
lidi bude Zit na Zemi v roce 2100 podle modelu uvedeného v piehledu vzorci?



15. Pocetbakterii jisté kultury vzroste za 1 hodinu o 32 %. Vyjadrete zavislost pocCtu bakterii
na ¢ase dvéma riiznymi zptsoby.

16. Voda v nadobé ma teplotu 80°C, okoli nadoby teplotu 15°C. Vypoctéte teplotu vody po 5

minutach. (a = e~%0%)

17. Pacientovi byla podana jednorazové 1é¢ebna latka, jejiz koncentrace v jeho krvi dosahla
po urcité dobé 3 mg/litr. Pak se tato koncentrace ,exponencialné“ sniZovala. Pritom je
znamo, Ze jeji ,polocas premény* je asi 4 hodiny. Za jakou dobu se koncentrace snizila
na 0,5 mg/litr?

18. Intenzita denniho svétla, které pronika do motské vody, se sniZuje v zavislosti na
hloubce exponencialné. V hloubce 6 m je sniZena na polovinu. Podmortska kamera po-
tfebuje pro dobry prijem alesponn 75 % intenzity denniho svétla. Do jaké nejvétsi
hloubky ji Ize pouZit?

Upraveno podle [OD]

Redeni

1. VyuZijeme vzorec 1, kdem = % -m,, T = 183 s, a dostaneme:

1 t
E'mo = mO * (0,5)m /:mo (mo * 0)
t
6= (0,5)183 (rovnici logaritmujeme)
1 L_t log 0,5
%616 183 8"
log —
16
= 183
log 0,5

t =732 (s) =12 (min)

2. VyuZijeme vzorec 1, kdem = i -my, T = 197 min, a dostaneme:

1 _t

Z - mO = mO - (0,5)19'7 /:mo (mo * O)
1 _t

i (0,5)197 (rovnici logaritmujeme)
1 L log 0,5

%84T 197 8"



t = 39,4 (min)

3. Upravime vzorec 1:
t
m=mq - (0,5)T /imy (my # 0)

m t

= (0,5)T (rovnici logaritmujeme)
0

log — = = log 0,5

°8 my T 08 %

m m
T-logm—ozt-log 0,5 /:<10g m—o)

t-log 0,5 L t-log 0,5
T = ———;— nebo zapis T =
log — log m — log m,
0

Jiny zapis vysledku ziskame, kdyZ vyuZijeme logaritmu se zakladem 0,5:

m =mg - (0,5)F /:my (my # 0)

t
= (0,5)T (rovnici logaritmujeme)
0

logy et =L /7
OgO,SmO_T/'

T logg e =t /: (logg « —
Ogo,smo— /-(Ogo,smo)

t t
T = ——; nebo zapis T =
logos

— 10go,s m — 101%’0,5 my
mo

4. Upravime vzorec 3:

T
p=a-bectT /ia (a+ 0)

T
P b ¢+t (rovnici logaritmujeme)
1 S log b +T
og =7 logb/-(c+T)

(c+T)-log§=T-logb



P p_ ..
c loga+T loga—T log b
P_r. —T-log 2
cloga—Tlogb Tloga

c-logng-(logb—logg) /: (logb—logg)

. p
- c -log .
P
log b —log "
Uzitim pravidel pro logaritmy ziskame i jiné zapisy vysledku:

¢ (logp—loga)  c¢-(logp—loga) c-(logp—loga)
~logb—(ogp—loga) logb—logp+loga logab—logp

5. Porovname vzorce 1 a dostaneme:
t
mgy -+ (0,5)T = mq - e~ * /:my (my # 0)
t
(0,5)T = e~ (rovnici logaritmujeme)
‘ In0,5=—-At /: t
7 In05=—At/:

In 0,5 _
=

In0,5 1n2‘1_1n2
T T T

6. VyuZijeme vzorec 4,kde x = 1 mm = 0,1 cm, @ = 5,4, a dostaneme:

[=1,- e 5401

1=0,583-1,
a) Intenzita zareni se sniZila na 58,3 % ptivodni hodnoty, klesla tedy o0 41,7 %.
b) V. druhé c¢asti pocitame x prol = 0,5 I:

0,5:1Iy =1y e >** /: 1, (I, # 0)

0,5 = e~>*¥(rovnici logaritmujeme)

In 0,5=-54-x/:(—=5,4)

_ In 0,5
YT 54

x =0,128 (cm) = 1,28 (mm)
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7. Upravime vzorec 5:
m-lnv+k-t=m-C
m-lnv=m-C—k-t/:m

k-t
Inv=C—-———
m

Uzijeme definici logaritmu a dostaneme:

8. VyuZijeme vzorec 1, kde hmotnosti jsou po radé:

t t
m =m, - (0,571, m=m,- (0,572
t t
m, * (0,5)T1 = m, - (0,5)72 (rovnici logaritmujeme)

t t
log m; +="-log 0,5 =log m, +-—"-1log 0,5
Ty T

1 1
log my — log m, =t-log 0,5 (—— —) /:log 0,5
T, T
logml_logmz_t Tl_TZ Tl.TZ
log 0,5 - Tl " TZ T1 - TZ

_logm; —logm, Ti'T,
- log 0,5 T1 - TZ

ProtoZe log 0,5 = log 271 = —log 2, Ize vysledek zapsat ve tvaru:

_logm; —logm, Ti'T,
- log 2 TZ - T1

9. Vyuzijeme vzorec 6. Pro obé télesa nejprve vypocitame konstanty a; a a,:

100 = (200 — 0) - a,'° + 0 80 = (100 —0) - a,1° + 0
100 80

_ 10 _ .10
200 & 100 %2

a, = 10\/0,5 a, = 12/@

Obé télesa maji mit stejnou teplotu, proto dostavame:
t t
(200-0)-(*$/05) +0=(100—0)- (*}/0,8) + 0 (rovnici logaritmujeme)

log 200+t -log '3/0,5 = log 100+ t -log *3/0,8

11



log 200 — log 100 = ¢ - (log3/0,8 —log'3/0,5)
log 2 = t-log'3/1,6/:10g *Y/1,6

. log 2
~ log '¥1,6
t =15 (min)

10. Pokles tlaku vyjadiuje vzorecp = p, - 0,97%, kde p, je pocatetni tlak, p je tlak po uplynuti
t sekund.
a) Tlak po 5 sekundéch tedy bude: p = p, - 0,97° = 0,859 - p,.
Tlak klesl po 5 sekundach na 85,9 % ptivodni hodnoty, zmensil se o0 14,1 %.
b) Tlak po 3 minutach (180 s) bude: p = p, - 0,9718°

p = 0,004 - p,
1
Piz' Po

11. VyuZijeme vzorec 1, kdem = 0,11 - m,, T = 5570 let, a dostaneme:
t
0,11 - mO = mO - (0,5)¥ /: mo(mo * O)
t
0,11 = (0,5)T (rovnici logaritmujeme)
t
log 0,11 = ?-log 0,5

_ T -log 0,11
- log 0,5

_ 5570 -log 0,11
- log 0,5

t =17700 (let)
12. VyuZijeme vzorec 2, kde p = 0,4 - p,, a dostaneme:
0,4 po =po - 0,88" /:po(po # 0)
0,4 = 0,88" (rovnici logaritmujeme)
log0,4 = h-10g0,88

_ log 0,4
~ log0,88

h = 7,168(km) = 7200(m)

12



13. Uzijeme vzorec 1,kdem = 2-107%,my, =5-10"%aT = 30 let, a dostaneme:
t
2:1076 =5-105- (0,5)%
t
0,4 = (0,5)30 (rovnici logaritmujeme)

t
log 0,4 = 30 log 0,5 /-30

_ 30 -log 0,4
- log 0,5

t =40 (let)
14. VyuZijeme vzorec 7, kde N = 4,1-10% N, = 3-10% k =20-10°% ¢t = 17 let.
Nejprve vypocitame a:

41107 3:10°-20-10°- a7 107
’ _3-109-a17+(20-109—3-109)/'

3-20-a'

41 =
3-al7 + (20 — 3)

41-3-a'” +17) =60-a'’
12,3-a'” + 69,7 = 60 - a'”
69,7 = 47,7 - a'’

697 .

a

a=1,02256
Nyni zjistime pocet obyvatel v roce 2100, tedy po uplynuti 140 let od roku 1960:

3-10°-20-10%-1,02256%°

N =
3-10°-1,02256'4° 4+ (20-10° — 3 - 109)

N =16-10°=1,6-10%°

15. Pocet bakterii na po¢atku oznac¢ime N,,. Za 1 hodinu se jejich pocet zvétsi o 32 %, bude
jichtedy 1,32 - Ny. KaZzdou dal$i hodinu se pocet bakterii znovu 1,32krat navysi. Hledany

vzorecje: N = N, - 1,328 nebo N = N, - en(1,32)"
16. Vyuzijeme vzorec 6, kde T; = 80 °C, Ty, = 15°C, t = 5 min, a = e~%%, a dostaneme:

13



T =(80—15)-(e™%%5)> + 15
T =66 (°C)

17. VyuZijeme vzorec 1, kde my = 3 mg/litr, m = 0,5 mg/litr, T = 4 hod, a dostaneme:
0,5=3- (0,5) /:3

)

t
3 = (0,5)4 (rovnici logaritmujeme)

oo~ = log 0.5
08 =3 08 Y

1

L 4- log -
log 0,5

t =10 (hod)

18. Do vzorce 4 nejprve dosadime I = 0,5 - [, x = 6 m = 600 cm a vypocitame koeficient a:
0,5 - 10 = 10 - e—O('GOO/:IO (10 * O)
0,5 = e~ %% (rovnici logaritmujeme)

In 0,5=—a-600 /:(—600)

_ In 0,5
“= 600
a = 0001155

Nyni vypocitame hloubku x pro I = 0,75 - I, a dostaneme:
0,75 Iy = I - e~ 0001155x /o [ ([ =+ 0)
0,75 = e~0001155% (roynici logaritmujeme)
In 0,75 = —0,001155-x

In 0,75

X =720,001155

x =249 (cm) = 2,5(m)

14



Linearni optimalizace

Uziti vektorové a maticové algebry
Pojmy lineadrni algebry maji Siroké uplatnéni v nejriznéjsich disciplinach.

V mikroekonomii se ¢asto resi priklady pri analyze spotrebniho koSe, rozpoctu spotrebitele a
optimalizaci portfolia.

Teorie

Nasobeni dvou aritmetickych n-slozkovych vektorii (oba vektory musi mit stejny pocet slo-
zek) definujeme jako skalarni soucin téchto vektort, tj.

G-b= (ay;ay;..; ap)- (by;by;..; by) =ay by + ay-by+ -+ ay- b,

Vektor b’ je linearni kombinaci vektori d,, d,, ..., d,, existuji-li redlna ¢isla ¢y, ¢y, ..., ¢, tak,
ze:

b=c, @G+ ¢ Gy ++cay

Cisla C1,Cy, .-, C Se nazyvaji koeficienty linearni kombinace.

Méjme napf. vektory (—2; 1), (3; 4), (0; —6). Vynasobime-li kazdy z téchto vektord néjakym (li-
bovolnym) redlnym Cislem a tyto nasobky se¢teme, dostaneme linearni kombinaci téchto vek-
tord, napft-.:

4-(-2D)+(=2)-3:4) +%' (0;-6) = (—8; 4) + (—=6; —8) + (0;—2) = (—14; —6)

Priklad 1

Rodina hodla nakoupit 5 kg mouky, 20 vajec, 5 | mléka, 2 kg merunék a 4 ks % kg masla. Spo-
trebni ko$ je tedy dan vektorem g = (5; 20; 5; 2; 4). Predpokladejme, Ze 1 kg mouky stoji 10 K¢,
1 vejce 5 K¢, 1 1 mléka 20 K¢, 1 kg merunék 65 K¢ a 1 ks masla 50 K¢. Cenovy vektor je pak roven
p = (10;5; 20; 65; 50). Urcete celkovou cenu spotiebniho kose.

Reseni
Celkova cena spotiebniho kose je tedy rovna skalarnimu soucinu vektort

p-q = (5;20;5;2;4)-(10;5;20;65;50) ==5-104+20-5+5-20+2-65+4-50
= 580 (K&)

Poznamka
Spotrebni koSe uvadéné v mnoZzstvi jednotlivych komponent se v jednoduchych ekonomickych
modelech prezentuji jako vektoryq = (qy; qz; -5 qn); odpovidaji jim vektory cen

15



p = (p1; P2; .-; Pn) uvadéné v cenach za jednotku mnoZstvi. Celkova cena spotirebniho koSe je
pak rovna skalarnimu soucinu obou vektord, tedy redlnému cislu

P q=p191 + D292 + -+ Pnln

Priklad 2

Obchodnik ma prebytek zboZi a a b. Chce ho co nejdrive vyprodat, proto zboZi zlevnil, ale jen
ve specialnich sadach. V prvni sadé je 1 vyrobek a a 2 vyrobky b v druhé sadé jsou 3 vyrobky a
a 1 vyrobek b. Jak ma nakupujici postupovat, aby nakoupil co nejlevnéji, chce-li koupit 100 kusti
vyrobku a a 50 kusti vyrobku b?

Reseni

Zjistime, zda vektor (100; 50) je linearni kombinaci vektord (1; 2) a (3; 1), tedy zda existuji ¢isla
ci1, ¢, takova, Ze

(100;50) = ¢; - (1;2) + ¢, - (3;1)

Ziskame soustavu linearnich rovnic

c1 + 3¢, =100

2¢; + ¢, =50,

kterou vyresime napt. vyjadrenim c; z prvni a dosazenim do druhé rovnice. Soustava ma pravé
jedno reSeni c; = 10, ¢, = 30.

Zjistili jsme, Ze vektor (100;50) je linearni kombinaci vektort (1;2) a (3; 1) s koeficienty 10
a 30. Kupujici nejlépe vyuZzije vyhodné nabidky, koupi-li 10 sad prvniho typu a 30 sad druhého
typu.

Cviceni
1. Pomoci vypoctu skalarniho soucinu vektori urcete hodnotu spotirebniho kose, pokud
a) zakaznik hodla koupit 4 pary ponoZzek, 1 sako, 2 kalhoty a 5 kosil, pricemz jeden par
ponozek stoji 30 K¢, sako 1 200 K¢, kalhoty 750 K¢ a koSile 320 K¢;
b) zakaznik hodla koupit 2 malé skrinky, 3 velké skrinky a 1 digestor, priCemzZ mala
skrinka stoji 1 030 K¢, velka skrinka 2 200 K¢ a digestor 3 320 K¢.

2. Obchodnik vyprodava zbozi a, a b, nabizi specialni zlevnéné sady. Jak ma zakaznik po-
stupovat, aby nakoupil co nejlevnéji, pokud
a) vsadé prvniho typu je 1 vyrobek a a 3 vyrobky b, druhého typu jsou 4 vyrobky a a
10 vyrobkil b a zdkaznik hodla koupit 29 kusti vyrobku a a 75 kusi vyrobku b;
b) vsadé prvniho typu je 11 vyrobkt a a 4 vyrobky b, druhého typu jsou 2 vyrobky a
a 9 vyrobki b a zdkaznik hodla koupit 50 kusti vyrobku a a 43 kust vyrobku b?

16



Vysledky cviceni

1. a) 4420Kg

b) 11980 K&.

2. a) 5sad prvniho typu; 6 sad druhého typu;

b) 4 sady prvniho typu; 3 sady druhého typu

Priklad 3

Tydenni produkce spole¢nosti na vyrobu vozi je uvedena v tabulce:

Produkt 1 Produkt 2 Produkt 3 Produkt 4
(v tisicich kusti) | (vtisicich kusti) | (vtisicich kusti) | (v tisicich kusti)
Zavod 1 7 5 0 1
Zavod 2 0 4 3 7
Zavod 3 3 2 0 2
Zisky spolecnosti za 1 ks produktu jsou nasledujici:
Produkt 1 Produkt 2 Produkt 3 Produkt 4
(VKS) (VKS) (VKS) (VKS)
3 9 6 8

Urcete celkovy zisk jednotlivych zavodi v tomto tydnu.

Redeni

sV

Ziskzavodu 1je7-3+5-9+0-6 + 1-8 = 74 (tisic K¢).

Ziskzavodu 2je0-3+4-9+3-6+ 7-8 = 110 (tisic K¢).

Ziskzavodu 3je3-3+2-9+0-6 + 2-8 = 43 (tisic K¢).

Spole¢nost ma nejvyssi zisk ze zavodu 2.

Poznamka

Tyto vypocty lze provést i uzitim soucinu matic.

Udaje z tabulek ptepiseme pomoci matic A4 = (O

7

3

17

2 0 2

5 0 1 3
43 7)az=|,|
8




Matice vznikla jejich vynasobenim zachycuje zisky jednotlivych zavodi:

7 5 01 74
A-Z=al0 4 3 7] =110
43

3 2 0 2

(ool o) WNOR V)

Priklad 4

Spotiebitelé A, B a C hodlaji zakoupit 4 druhy zboZi z1, Z2, Z3 a Z4. Cely ndkup miize kazdy ze
spotiebitelli zrealizovat bud’ v obchodé Oinebo Oa.

MnoZstvi zboZi (v kusech) poZadovana jednotlivymi spotrebiteli:

Z1 Y43 Z3 Zs
A 6 5 3 1
B 3 6 2 2
C 3 4 3 1

Ceny zboZi (v eurech) v obchodech 01 a_03:

01 02
zZ: 1,00 1,00
zZ, 2,00 2,00
zZ3 5,00 4,00
zZs 16,00 17,00
Redeni

Spotrebitel A zaplati
e vobchodé0;1.6-1,00+5-2,00+3-500+1-16,00 =47 (euro)
e vobchodé0z:6-1,00+5-2,00+3-4,00+1-17,00 = 45 (euro)

Spotrebitel B zaplati
e vobchodé031:3-1,00+6-2,00+2-500+ 216,00 =57 (euro)
e vobchodé02:3-1,00+6-2,00+2-4,00+2-17,00 =57 (euro)

w

Spotrebitel C zaplati
e vobchodé031:3-1,00+4-2,00+3-500+1-16,00 =42 (euro)
e vobchodé02:3-1,00+4-2,00+3-4,00+1-17,00 =40 (euro)

Je vidét, Ze pro spotrebitele A i C je vyhodnéjsi nakoupit v obchodé O3.
Spotrebitel B by zaplatil stejné v Q1i v 02.[BOV]
Poznamka
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Ulohu lze také Fesit pomoci vektorti a matic.

Castky zaplacené spotiebiteli vjednotlivych obchodech lze zapsat jako skalarni soudiny vek-
tor q, = (qi1; 9i2; 9i3; 9ia) udavajicich pocty kusi zboZi pozadované spottebiteli a vektora
D, = (pjl; Dj2; Pjs; pj4) predstavujicich ceny zboZi v prislusnych obchodech.

Tedy napriklad:
castku zaplacenou spotrebitelem A v obchodé 01 jako skalarni soucin

q:-p. = (6; 5; 3; 1)-(1,00;2,00;5,00;16,00) == 6-1,00+ 5-2,00 + 3-5,00 + 1 - 16,00
=47,

e cCastku zaplacenou spotrebitelem A v obchodé Oz jako skalarni soucin

q:-p2 = (6; 5; 3; 1)-(1,00;2,00; 4,00; 17,00) == 6-1,00+5-2,00 + 3-4,00+ 1-17,00
= 45.

Celkové lze ceny zaplacené spotiebiteli A, B, C v kazdém z obchodl 01 a 02 zapsat pomoci sou-
¢inu poptavkové matice Q a cenové matice P (P z anglického price).

6 5 3 1 ; ; 47 45
Q-P=(3 6 2 2)|: ;]|=|57 57)=R

3 4 3 1/ \j, 17/ M2 40

Napriklad prvni radek matice R vyjadruje Castky, které zaplati spotrebitel A v obchodé 01 a
v obchodé 0.

Znovu je vidét, Ze pro spotrebitele A a C je vyhodnéjsi nakoupit v obchodé O3z spotrebitel B by
zaplatil stejné v 01i v 02.[BOV]

Cviceni
1. Spotiebitelé Ales a Barbora hodlaji koupit zboZi z1, Z2, Z3 a Z4, kazdy ze spottebiteli v ji-
ném mnozstvi. Cely ndkup miiZe kazdy uskutecnit bud’' v obchodé Q1, nebo v Q2. V nasle-
dujicich tabulkach je uvedeno, kolik kusti zboZi z1, Z2, Z3, Z4 kazdy ze spotiebitelli chce

a jaké jsou ceny zboZi v obchodech 01, O2. Pomoci soucinu matic urcete, ktery obchod
bude pro kazdého ze spotrebiteli vyhodnéjsi.

PoZadovani mnozstvi zboZi

Z1 Z2 Z3 Zy
Ales 2 5 4 1
Barbora 3 0 2 2
Ceny v obchodech 01 a 02
0 0;
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Z 2,00 1,00
Z 2,00 2,00
Z3 5,00 4,00
Zs 6,00 7,00

2. Spotrebitelé Eva, Vaclav a Alena hodlaji zakoupit zbozi z1, Z2, Z3, Z4, kazdy ze spotrebiteli
v jiném mnozstvi. Cely ndkup miiZe kazdy ze spottebitelli zrealizovat bud’ v obchodé 04
nebo v 0,. Ktery obchod bude pro Evu, Vaclava a Alenu vyhodnéjsi? [BOV]

PoZadovani mnozZstvi zboZi

Zy Z; Z3 Zy
Eva 7 1 2 4
Vasek 4 3 1 2
Alena 2 4 1 4
Ceny v obchodech 01 a 02
0, 0,
Zq 9 8
Zy 17 19
Z3 8 4
Zy 12 13
Vysledky cviceni
2 1
p_ (254 1\ |2 2)|_(40 35
eP=(5405215 4]=Gg 22)
6 7

Pro oba spotrebitele AleSe a Barboru je vyhodnéjsi nakup v O,.

7 1 2 4 f; ?5 144 135
o-P={(4 3 1 2)(y  |=(119 119
2 4 1 4/ \[5 13 142 148

Eva levnéji nakupi v obchodé 0, za 135 K¢ (ve vysledné matici 1. fadek odpovida Evé a 2. slou-
pec nakupu v 0,). Pro Alenu je vyhodnéjsi poridit nakup za 142 K¢ v obchodé 04 (3. radek vy-
sledné matice). Vaclav nakoupi v obou obchodech za stejnou cenu 119 K¢ (prostiedni radek
vysledné matice). [BOV]
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Uréeni extréma linearnich funkci dvou redlnych
promeénnych

Teorie

Realna funkce f(x,y) dvou realnych proménnych (dale jen funkce dvou redlnych promén-
nych) je zobrazeni, jehoZ vzory jsou uspoi-adané dvojice realnych ¢isel X = [x, y] a obrazy (zna-
¢ime z) jsou redlna ¢&isla. Funkéni piedpis ma tvar z = f(x, y) nebo z = f(X). Cislo f(X)se na-
zyva funkéni hodnota v bodé X, viz obr. 1.[BHN]

A

Obrazek 1 Graf funkce dvou proménnych
Graf funkce dvou proménnych je tvoren takovymi body prostoru, které maji souradnice
[x,v, f(x,y)]. Prvni dvé soutfadnice jsou proménné z Df([x, y] € Df) a treti souradnice je

funkéni hodnota f(x, y). Graf si miiZeme piedstavit jako ,néjakou plochu” umisténou v trojroz-
mérném prostoru E;. Graf linearni a kvadratické funkce je zobrazen na obr. 2, 3.[BHV]

z

a

L
/;/40

Obrazek 2 Graf linearni funkce Obrazek 3 Graf kvadratické funkce f(x,y) = x? + y?

Véta (extrémy linearni funkce na konvexnim mnohouhelniku)

Linearni funkce dvou redlnych proménnych definovana na konvexnim mnohouhelniku nabyva
maxima a minima v nékterych svych vrcholech.
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ABESTOI=HE)

f(c)

min f{x)=fAB)}.
ABCD( )=f(AB)

Obrazek 4 linearni funkce na konvexnim ¢tyruhelniku

Priklad 5

Zavod vyrabi specialni motorky a mopedy. Zisk z vyroby jedné motorky je 4 tisice K¢, zisk z vy-
roby jednoho mopedu je 1 tisic K¢ Pocet vyrobki za rok je omezen vyrobni kapacitou zavodu
a poptavkou. Pocet vSech motorek a mopedii dohromady vyrobenych za jeden rok neprekroci
50 ks a ptitom se vyrobi nejméné o 20 mopedi vice neZ motorek.

Urcete takovy plan vyroby motorek a mopedi, aby byl finanéni zisk zavodu za danych podmi-
nek nejvétsi. [SL]

Re3eni
Pocet motorek Zisk
vyrobenych za 1 rok (vKo)
Motorky X 4000
Mopedy y 1000

Podle podminek zadani musi platit: x + y < 50
azaroven x + 20 < y.
Urcité je téZ splnéno: x >0 A y > 0.

Tyto ¢tyri nerovnice po zakresleni do kartézského grafu urcuji defini¢ni obor funkce vyroby
(v ekonomii se nazyva funkce produkce nebo spotiebni funkce dvou readlnych proménnych),
viz graf 1.
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Graf 1 Spotrebni funkce dvou realnych proménnych

Funkce produkce je podle zadani prikladu P(x, y) = 4000x + 1000y.

Hledame x, y takov4, pro néz tato produkéni funkce P(x,y) dosdhne maxima na defini¢nim
oboru D¢ zakresleném na grafu 1.

Produk¢ni funkce P(x, y) je linearni funkce definovana na konvexnim mnohotuhelniku (v tomto
pripadé je Dy trojuhelnik ABC), a ma tedy podle predchozi teorie zarucen extrém v nékterém

z vrcholi tohoto trojuhelniku.

Nejprve urc¢ime soutadnice vrcholli 4ABC. Kazdy z vrcholt je prisecikem dvou piimek (FeSime
soustavy dvou linearnich rovnic).

A =1[0;20],B = [15;35],C = [0;50]

Poté spocitame funk¢éni hodnoty produkéni funkce P(x, y) v téchto bodech:
P(A) =4000-0+1000-20=20000

P(B) =4000-15+ 1000 -35 = 95 000 maximum funkce P(x,y)

P(C) =4000-0+1000-50= 50000
23



Zavér

Podnik dosahne maximalniho zisku 95 000 K¢ pti vyrobé 15 motorek a 35 mopedi za rok.

Priklad 6

Soukroma pekarna KABAT produkuje mimo jiné dva typy oblibenych chlebii - kvaskovy balvan
a celozrnny bochnik. Na vyrobu téchto chlebi je v pekdrné vymezeno nejvyse 2,5 pracovnich
hodin denné (9000 s). Vyrobci maji k dispozici nejvyse 200 kg chlebového tésta, pii¢emz kvas-
kovy balvan vazi v surovém stavu 2 kg a celozrnny bochnik 1 kg.

Vyroba kvaskového balvanu trva 60 s, vyroba bochniku 3 minuty.
Cena kvaskového balvanu je 50 K¢ za 1 kus a bochniku 20 K¢ za 1 kus.

Stanovte takovou optimalni produkci vyroby téchto dvou druhi chlebi, aby bylo dosazeno ma-
ximalni hodnoty zisku pekarny nezavisle na odbytu.

Redeni

Cilem ulohy je stanovit program vyroby, tedy urcit pocet kusti kvaskového balvanu a celozrn-
ného bochniku, které je tfeba vyrobit za dodrzeni podminek stanovenych v zadani, aby byl za-
rucen maximalni zisk.

Kvaskovy balvan Celozrnny bochnik
Pocet kusii X y
Spotreba tésta [kg/ks] 2 1
Cas vyroby [s/ks] 60 180
Cena vyrobku [K¢/ks] 50 20

Ze zadani tlohy ur¢ime podminky pro defini¢ni obor produkéni funkce P(x, y).
Musi platit: 2x + y < 200

a zaroven 60x + 180y < 9000.

Dale musi byt splnéno: x >0 A y = 0.

Tyto Ctyti nerovnice po zakresleni do kartézského grafu urcuji defini¢ni obor produk¢ni funkce
dvou realnych proménnych; viz graf 2.
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200y =0

 x+3y<150

Graf 2 Produkeni funkce dvou realnych proménnych

Funkce produkce P(x,y) je zavisla na poctech vyrobki x; y a je definovana takto: P(x,y) =
50x + 20y. Hledame jeji maximum na konvexnim mnohothelniku (v tomto pripadé je Df Zluty

¢tyirahelnik ABCD), viz graf 2. Produkéni funkce P(x, y) je linedrni funkce, a ma tedy podle pred-
chozi teorie zarucenu existenci extrému v nékterém z vrcholi ¢tyruhelniku ABCD.

Nejprve uréime souiradnice vrcholt ¢tyiuhelniku ABCD:

A =1[0;0],B =[100;0],C =[90;20],D = [0; 50]

Poté spocitame funkéni hodnoty produkéni funkce P(x, y) v téchto bodech:
P(A)=50-0+20-0 = 0 (K&

P(B) =50-100+ 20-0 = 5000 (K¢) maximum funkce P(x, y)

P(C) =50-90 + 2020 = 4900 (K&)

P(D) =50-0+20-50 = 1000 (K&).

Resenim je dvojice x = 100,y = 0. V takovém piipadé bude hodnota funkce produkce maxi-
malnf (zisk 5 000 K¢)
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Zaver
Podnik dosahne maximalniho zisku 5 000 K¢ pfi vyrobé 100 ks kvaskového balvanu, celozrnny

bochnik nebude vyrabét. Aby se firmé vyplatilo vyrabét celozrnny bochnik, musela by zménit
kalkulaci.

Priklad 7

Smichovsky pivovar Staropramen a pivovar Popovicky kozel rozvazi jednim ze zavozi svoji
produkci do Radotina, Strasnic a Tachlovic. Pivovar Staropramen miiZze denné dodat 250 a Po-
povicky kozel 350 bas piva, pricemZ do Radotina je tfeba dovést 150, do Strasnic 240 a do Tach-
lovic 210 bas piva libovolné znacky.

Naklady na prepravu jedné basy (v K¢) jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Radotin Strasnice Tachlovice
Staropramen 20 15 25
Popovicky Kozel 25 30 20

Ukolem je sestavit takovy plan rozvozu, aby prepravni naklady byly minimalni.
Re3eni

x = pocCet bas dodanych ze Smichova do Radotina

y = pocet bas dodanych ze Smichova do Strasnic

Plan rozvozu:

Radotin Strasnice Tachlovice PocCet bas
celkem
Staropramen X y 250 -x-y 250
Popovicky Kozel 150 — x 240-y x +y-40 350
Celkem dodano 150 240 210 600

Z tabulky uréime podminky pro defini¢ni obor produkéni funkce P(x, y):
Podle podminek zadani musi platit:

250—-x—y=>0;150—-x >0

x+y—40=>0;240—y =0

A nutné musi byt splnéno (aby tloha méla smysl): x >0 A y > 0.

Téchto Sest nerovnic po zakresleni do kartézského grafu urcuje defini¢ni obor funkce P(x, y),
viz graf 3.
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Defini¢nim oborem produkéni funkce P(x,y) je Sestiihelnik ABCDEF s vrcholy:

A =1[0;40]; B = [40;0]; C = [150;0]; D = [150;100]; E = [10;240]; F = [0; 240]
Produk¢ni funkce P(x, y) je uréena cenou za basy piva:

P(x,y) = 20x + 15y + 25(250 —x —y) + 25(150 - x) + 30(240 - y) + 20(x + y- 40)
Upravime-li tento predpis funkce, dostaneme:

P(x,y) = 20x + 15y + 6 250 — 25x — 25y + 3 750 — 25x + 7 200 — 30y + +20x + 20y —
800 = —10x — 20y + 16 400.

Produkéni funkce je P(x,y) = —10x — 20y + 16 400.

Produk¢ni funkce P(x, y) je linearni funkce na konvexnim mnohothelniku (v tomto pfipadé je
Dfiluty Sestithelnik ABCDEF na grafu ¢. 3) a ma tedy podle predchozi teorie zaru€en extrém

v nékterém ze svych vrchol.

A

y 150-x=>0

VL s

250-x-y=0

Y

250 X

Graf 3
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Uréime funkéni hodnoty produkéni funkce P(x,y) = —10x — 20y + 16 400 ve vSech Sesti vr-
cholech a stanovime jeji minimalni hodnotu:

P(A) =—-10-0—20-40+ 16 400 = 15 600 (K¢&)

P(B) =—-10-40—-20-0+ 16 400 = 16 000 (K¢)

P(C) =—-10-150—20-0+ 16 400 = 14 900 (K¢)

P(D) =—10-150—20-100+ 16 400 = 12 900 (K¢)

P(E)=-10-10—20-240+ 16 400 = 11 500 (K¢) minimum funkce P(x, y)

P(F) =—10-0—20-240+ 16400 = 11 600 (K¢).

Zaver

Do Radotina rozveze pivovar 10 bas piva Staropramenu a 140 bas Popovického Kozla, do Stras-

nic pouze 240 bas Staropramenu a do Tachlovic jen 210 bas Popovického Kozla (viz nasledujici
tabulka).

Radotin Strasnice Tachlovice Pocet bas
celkem
Staropramen 10 240 0 250
Popovicky Kozel 140 0 210 350
Celkem dodano 150 240 210 600

Cviceni 1
Soukromd pekarna Penam pece 2 druhy oblibenych chlebli - Kvaskovy balvan a Celozrnny
bochnik. Na vyrobu téchto produktii je v pekdrné vymezeno nejméné 2,5 pracovnich hodin

(9 000 s) a nejvySe 200 kg chlebového tésta, pricemz Kvaskovy balvan vazi v surovém stavu
2 kg a Celozrnny bochnik 1 kg.

Vyroba Kvaskového balvanu trva 60 s a bochniku 180 s. Cena Kvaskového balvanu je 55 K¢
a Celozrnného bochniku 25 K¢. Kolik kusii téchto chlebii je treba upéci, aby méla firma maxi-
malni zisk nezavisle na odbytu.

Kvaskovy balvan Celozrnny bochnik
Pocet kusii X y
Spotreba tésta [kg/ks] 2 1
Cas vyroby [s/ks] 60 180
Cena vyrobku [K¢/ks] 55 25
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Vysledek cviceni 1

Funkce produkce P(x, y) zavisla na poctu vyrobki x, y je definovana takto:

P(x,y) = 55x + 25y. Hleddme maximum funkce produkce na defini¢nim oboru Df, coZ je troj-

uhelnik ABC zakresleny na grafu 4.

Urc¢ime soutradnice vrcholi 4ABC: A = [0;50]; B = [90;20]; € = [0;200] a hodnoty produk-
¢ni funkce v téchto bodech:

P(A) =55-0+25-50 = 1 250 (K&)

P(B) =55-90+ 25-20 = 5450 (K¢) maximumfunkce P(x,y)

P(C) = 55-0 + 25-200 = 5 000 (K&

x+ 3y >150

150 X

2x+y <200

Podnik dosahne maximalniho zisku 5 450 K¢ pfi vyrobé 90 ks Kvaskového balvanu a 20 ks Ce-
lozrnného bochniku denné.
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Cviceni 2

Mléko se z mlékarenskych zavod Madeta Ceské Budéjovice a Polna rozvaziido méstR,SaT.
Denné se miize z Madety C. Budé&jovice dodat 300 pirepravek s mlékem a z Polné 330 pfepravek.
Denné je potieba dodat 150 prepravek do R, 200 prepravek do S a 280 prepravek do T. Naklady

na dopravu jedné prepravky (v K¢) z mlékarenskych zavodl do mista prodeje jsou v nasledujici
tabulce. [SL]

R S T
Madeta Ceské Budéjovice 4 3
Polna 5 6 4

Sestavte takovy plan rozvozu (kolik prepravek do mést R, S a T) mléka, aby pirepravni naklady
byly co nejmensi.

Tabulka shrnujici zadani:

R S T Pocet prepravek
celkem
Madeta Ceské Budéjovice X y 300-x-y 300
Polna 330
Pocet prepravek celkem 150 200 280

Vysledek cviceni 2
Spoti‘ebni funkce P(x, y) je uréena naklady na dopravu jedné ptrepravky mléka (v K¢):

P(x,y) =4x+3y+53B00—x—y)+5(150 - x) + 6(200- y) + 4(x + y- 20)
= —2x—4y+3370

Podle piredchozi teorie je spotiebni funkce P(x, y) linearni funkce na konvexnim mnohouhel-
niku (v tomto pripadé je Dfiluty Sestithelnik ABCDEF na grafu 5) a ma tedy zarucen extrém

na jednom z jeho vrcholf.
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Graf 5

Defini¢nim oborem spotiebni funkce P(x, y) je Sestithelnik ABCDEF s vrcholy:
A =[20;0]; B =[150;0]; € = [150;150]; D = [100;200]; E = [0;200];
F = [0;20].
Nyni ur¢ime funkéni hodnoty spotrebni funkce v téchto bodech a hledame minimum funkce
na Df:
P(A) =—-2-20—4-0+3370 =3330 (K¢
P(B) =—-2-150—4-0+3370= 3070 (K¢)
P(C) =—-2-150—4-150 + 3370 = 2 470 (K¢&)
P(D) =—-2-100—4-200 + 3370 = 2 370 (K¢) minimum funkce P(x, y)
P(E) =—-2-0—4-200+ 3370 = 2570 (K¢&)

P(F) =—2-20—4-20+3370 = 3290 (K¢)
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Zaver

Mlékarny budou mit minimalni naklady na rozvoz mléka; pokud Madeta Ceské Bud&jovice do-

veze 100 prepravek mléka do mésta R, 200 prepravek do mésta S a mlékarna Polna doda 50
prepravek mléka do mésta R a 280 do mésta T.

Plan rozvozu mléka je v nasledujici tabulce:

R S T Pocet prepravek
celkem
Madeta Ceské Budéjovice 100 200 0 300
Polna 50 0 280 330
Pocet prepravek celkem 150 200 280 630
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