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Predmluva

Tento ucebni text je urcen studentlim ¢tvrtého roc¢niku ¢tytletych gymnazii, ktefi se chtéji
vénovat pri dalSim studiu technickym, prirodovédnym ¢i ekonomickym predmétim, kde je
samoziejmosti znat a umét aplikovat pojem derivace funkce a jeji vyuZiti v téchto oborech.
Bez dobré znalosti derivace neni mozné absolvovat studium na téchto typech vysokych skol.
Tato publikace by studentim méla pomoci s porozuménim tohoto pojmu, geometrického
vyznamu derivace a v neposledni radé obsahuje publikace i zna¢né mnoZzstvi nefesenych
prikladd, na kterych si studenti znalost a vypocet derivace procvici.

Publikace je ¢lenéna na Ctyti kapitoly. Prvni definuje pojem derivace pomoci limity funkce a
vysvétluje na piikladech, ve druhé kapitole je vysvétlen geometricky vyznam derivace a
souvislost pojmu derivace funkce v bodé a teny ke grafu funkce v daném bodé. Treti kapitola
je zamérena na derivace funkci podle vzorct, je zde velké mnozstvi FeSenych i nefeSenych
prikladi. Ve ¢tvrté kapitole je vysvétleno vyuziti derivaci pii vypoctu limit funkci
(L"Hospitalovo pravidlo) s feSenymi i nefeSenymi priklady.

Doufam, Ze prirucka bude studenty ocenéna pozitivné a bude jim slouZit jako rozsifeny
vyukovy material pfi studiu diferencialniho poctu.

Autorka textu dékuje Ing. EvZenu Markalousovi za pomoc s typografii textu a cenné
pripominky, které ptispély k jeho zkvalitnéni.
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Diferencialni pocet funkci jedné promeénné

1. Derivace

Mame-li funkci f definovanou na néjakém intervalu (a; b), pak pfirtstek f(b) — f(a) udava

zménu hodnoty funkce fv intervalu (a; b), primérny priristek % udava primérnou

zménu hodnoty funkce odpovidajici zméné argumentu x o jednu jednotku.

Vezmeme-li vnitini bod intervalu ¢ € (a; b) a omezime se na néjaké okoli bodu c. Bod, ktery
je vpravo od bodu c a je od ného vzdalen h jednotek, 1ze zapsat jako ¢ + h. Bude-li h zaporné,

bude bod ¢ + h vlevo od bodu c. Primérny piiristek v intervalu {c; ¢ + h) je roven ¢islu

w (v intervalu (¢ + h; ¢) pro h zaporné totéz).

Definice derivace

fle+h)—f(c)
—,  pro h

Derivaci funkce f(x) v bodé c (zna¢ime f’(c)) nazveme limitu zlomku

bliZici se k nule, neboli

7'(c) =lim w

h—0

Vlastni derivace se nazyva derivace, jejiz limita je vlastni (vysledkem je realné cislo),
nevlastni derivace je derivace, jejiz limita je nevlastni (vysledkem je co nebo —).

Obdobné derivace zprava funkce fv bodé cje limita

f’+(c) :hlif(li f(C + h’?l - f(C),

derivace zleva funkce fv bodé cje limita

f!i(c) =h1_i)1'(1)17 f(C + hf)l - f(C)

: s o oo 0.
Derivace spojité funkce je vZdy limita neurcitého typu,, 0

Derivace je limita v jistém realném bodé c. Existuje tedy, pravé kdyz existuji obé jednostranné
limity, neboli derivace zprava a zleva, a rovnaji se ( f'(c) =f;(c)=f_(c)). V dal§im vykladu

bude vysvétleno, ze derivace funkci lze spocitat jednoduseji podle vzorct, nejprve si ale
zkusime nékolik piikladd na vypocet derivace funkce v bodé ¢ pomoci definice.

Poznamka: K tomu, aby se dala spocitat derivace funkce jedné redlné proménné v bodé c,
staci, aby byla funkce v okoli bodu c definovana, nemusi byt spojita. Prikladem je funkce



f(x) = sgn x, ktera neni spojita v bodé ¢ = 0 a presto existuje derivace funkce v tomto bodé,
byt nevlastni, tj. f'(0) = +oo.

Priklad 1
Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = x? vbodé c = 1.
Reseni

Nejprve dosadime do vzorce pro derivaci c = 1:

) = 1 f@w#ﬂ—fﬂ)_r (1+hP—12_r 1+2h+h*-1
f ( ) - hl_l;l;)l h - 150 h — hl_l;l;)l h =
= fim 22 i RGN i 24 R) = 2.

h—0 h h—0 h h—0
Priklad 2

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = x? vbodé ¢ = 0.
Reseni

Postup bude podobny jako v Prikladu 1. Nejprve dosadime do vzorce pro derivaci ¢ = 0:

oy .. fO+m-f0O  (0+h*-0*>  h*-0
rO =T E Ty STy i e=o
Piklad 3

Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = |x| vbodé ¢ = 0.
Reeni
Nejprve dosadime do vzorce pro derivaci c = 0:

£7(0) = Tim LT — iy R0 gy M-

h—0 h—0 h hs0 R’
Podle definice absolutni hodnoty je

e |h| = hproh > 0 (vpravo od bodu ¢ = 0),
e |h| = —hproh < 0 (vlevo od bodu c = 0).

Budeme tedy pocitat limity zprava a zleva, neboli derivaci zprava a zleva:

|h| . .
Iim —= lim-—= lim1=1.

(), h h>(), h h>(), h h>(),

£ () = i D@



c+h)—f(c h —h
Fr0- g RO W

ProtozZe se derivace zprava a zleva nerovnaji, derivace funkce f(x) = x| vbodé c = 0
neexistuje.

Priklad 4
Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = ¥x vbodé c = 0.
Reseni

Postup bude podobny jako v Prikladu 1. Nejprve dosadime do vzorce pro derivaci ¢ = 0:

1
, . fo+h)—f0) V-0 . Vn . h3 2
e L T s
. . 1 1 1
= lim — = lim = — =00,

h—0

hé >0 3/p? 3 02 04

Z definice derivace lze odvodit vzorce pro derivovani zakladnich elementarnich funkci
(mocninnych a odmocninnych, exponencialnich a logaritmickych, goniometrickych a
cyklometrickych, tj. inverznich ke goniometrickym). V ptikladu 5 odvodime derivaci funkce
f(x) = x? v obecném bodé x. [BHV]

Priklad 5
Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = x? v obecném bodé ¢ = x.
Reseni

Postup bude podobny jako v Prikladu 1. Nejprve dosadime do vzorce pro derivaci ¢ = x:

) = 1 ﬂx+m—f&)_r @+hV—x2_r x? 4+ 2xh + h* —x% _
f (x) - h1E>I(} h - h1E>I(} h —_ hlz)l(} h =
2
= lim 2™ _ iy B i 2+ h) = 2.
h—0 h h—0 h h—0



Priklad 6
Vypoctéte z definice derivaci funkce f(x) = e* v obecném bodé c = x.
Reseni

Postup bude podobny jako v Prikladu 1. Nejprve dosadime do vzorce pro derivaci ¢ = x:

. (x+h)—-f(x) . eXth_ex . eXeh_eX . eX(eh-1 . eh
f’(x)zhmgzhm = lim = lim ( )=ex11m =e¥-1=¢e*
h—0 h h—0 h h—0 h 7h—0 h h—o0 h
vays s v . eh-1
(Vyuzili jsme poznatku, Ze lim =1).
h—0



Geometricky vyznam derivace

Plati: Vlastni derivace spojité funkce v bodé c je rovna smérnici jeji teCny v tomto bodé c.

Tento fakt odvodime pomoci tif obrazkii:

) | —— - 4
floth)fic) )
fc) A fc)
pd -
% i L X | /
gl ¢ cth 5)?-_ 7 ao

Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

Na obr. 1 sledujeme pravouhly 4 ABC (kde C = [c; f(c)], B = [c+ h; f(c + h)] ).
Piimka BC je se¢nou grafu funkce f(x), oznaéme jis. Ve sledovaném 4 ABC ma svisla

odvésna velikost f (¢ + h) — f(c), zatimco vodorovna odvésna ma velikost h. Podil

flc+h)—f(c)
h

téchto dvou odvésen jeroven tg a (protilehla odvésna ku prilehlé se

odveésng). Uhel a je na obr. 1 dvakrat. V sledovaném 4 ABC, je to ale také uhel, ktery
svira secna s s kladnou poloosou x. Praveé tangens a, ktery svira secna s kladnou

poloosou x, se nazyva smérnici pfimky. Tedy odvodili jsme, Ze zlomek w je

roven smeérnici secny s.

Na obr. 2 se zmensi velikost h, zmensi se vzdalenost bodt B a C. Graf secny bude vice
podobny grafu te¢ny v bodé c.

Na obr. 3 je patrné, Ze kdyz se h limitné blizi k 0, splynou body B a C, se¢na prejde

flc+h)—f(c)
h

v tecnu, kterou oznacime t. Nyni je tedy lim = tg « .]elikoZ je vyraz na levé
h—0

strané rovnice derivace funkce f (x) v bodé c a vyraz na pravé strané rovnice smérnici
te¢ny t, dostavame, Ze derivace funkce f(x) v bodé c je rovna smérnici te¢ny ke grafu
funkce f(x) v bodé c (prochazejici bodem C = [c; f(c)]).

Poznamka: Pro spojité funkce plati: Nema-li spojita funkce v néjakém bodé derivaci, znamena

to, ze graf ma v tomto bodé ,hrot“. [BOV]
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Obr. 4 Obr. 5

Prikladem je tieba funkce f(x) = |x| vbodé ¢ = 0, v prikladu 3. predchozi kapitoly jsme
zjistili, Ze derivace této funkce v bodé ¢ = 0 neexistuje, je tam hrot, viz obr. 4. Podobny priklad

je také u funkce f(x) = Yx2 vbodé ¢ = 0 (derivace zprava vbodé ¢ = 0 je o, derivace zleva
vbodé ¢ = 0 je —), viz obr. 5.

Rovnice te¢ny funkce f(x) v bodé ¢ mé tvar:
y=f)+ f'(c) (x=-o),

existuje-li vlastni derivace funkce f(x) v bodé c. Pokud je derivace nevlastni, te¢nou je
kolmice na osu x (s rovnici x = c). [BHN]

Priklad 7

Vypoctéte rovnici te¢ny ke grafu funkce f(x) = x? vbodé c = 1.

Reseni

PouZijeme vysledek derivace funkce f(x) = x?vbodé ¢ = 1 z ptikladu 1 z predchozi
kapitoly: f'(1) = 2. Vypo¢&itdme funkéni hodnotu f(1) = 12 = 1.

VSe dosadime do rovnice te¢ny:

y=fM+ fA)-(x-1)=1+2(x—-1) =2x — 1.

Obr. 6 Obr. 7

Graf teCny je zobrazen na obr. 6.
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Priklad 8

Vypoctéte rovnici te¢ny ke grafu funkce f(x) = x2 vbodé c = 0.

Reseni

Opét pouZijeme vysledek derivace funkce f(x) = x?v bodé ¢ = 0 z piikladu 2 z predchozi
kapitoly: f'(0) = 0. Vypocitame funkéni hodnotu £(0) = 0% = 0.

Vse dosadime do rovnice teCny:

y = f(0)+ f(0)-(x —0) = 0. Mizeme zobecnit, Ze je-li derivace funkce v bodé ¢ nulova,
smérnice teCny je také nulova, coZ znamena, Ze teCna nerovnobézna s osou x. TeCna v tomto
prikladu ma rovnici t: y = 0, jde o osu x, viz obr. 8.

Priklad 9
Vypoctéte rovnici te¢ny ke grafu funkce f(x) = V/x vbodé c = 0.
Reseni

Opét pouzijeme vysledek derivace funkce f(x) = Yx v bodé ¢ = 0 z piikladu 4 z predchozi
kapitoly: f*(0) = co. Vypoéitame funkéni hodnotu £(0) = /0 = 0.

Obr. 8

V tomto pripadé je tecnou kolmice na osu x, (zde konkrétné osa y, tedy t: x = 0), teCna je
zobrazena na obr. 7, te¢na je zdliraznéna ¢arkovanim.
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Derivovani podle vzorcu

vvvvvv

Pripomenime, Ze elementarni funkce jsou funkce, které vzniknou z konecné mnoha zakladnich
funkci s€itanim, odcitanim, nasobenim, délenim a skladanim. Nejprve se tedy nauc¢ime vzorce
pro derivovani zakladnich funkci, potom vzorce pro derivovani souctu, rozdilu, podilu

a slozenych funkci.

Tak jako jsme v Prikladu 5 odvodili derivaci funkce f(x) = x? v obecném bodé ¢ = x
a v Prikladu 6 odvodili derivaci funkce f(x) = e*, mizeme stejnym zplsobem odvodit
derivace vSech zakladnich funkci.

Poznamka: Misto zapisu f'(x) = 2x pouZivame zapis (x?) = 2x.

Podle vzorcti Ize derivovat funkce, kdykoli existuje vlastni derivace. Pokud pro néjaky bod
nema vzorec pro derivaci smysl, znamena to, Ze v ném neexistuje vlastni derivace. Pak
musime pro vypocet derivace pouzit definici derivace a mohou nastat dva pripady, bud’
derivace existuje, ale je nevlastni (+0). Nebo derivace neexistuje (prikladem je funkce
absolutni hodnota v bodé 0, viz Ptiklad 3 v prvni kapitole). Derivovanim podle vzorct tedy
budeme pocitat pouze vlastni derivace.

Vzorce (derivace zakladnich funkci)

Vzorce plati ve vSech bodech, pro které maji vyrazy smysl, tedy vSude, kde existuje vlastni
derivace dané funkce:

1. (k) =0prok €R 7. (sinx)” = cosx
2. (x)' =1 8. (cosx) = —sinx
3. (%) =x:x*1pro a €R 9. (tg x)' = —~
, . -1
4. (a*)’ = a*-Ina pro a € R* 10. (cotg x)" = —~
) L1
5. (eX) =e* 11. (Inx) = >

6. (log,x) = L pro [aeR*Aa#1]

x:lna
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Derivace cyklometrickych funkci:

12. (arcsin x)’ = \/1_ pro x € (—1;1)

1-x2

13. (arccos x) = —\/117 pro x € (—1;1)

1
1+x2

14. (arctg x)" = pro x € R

1
1+x2

15. (arccotg x)' = — pro x € R

Priklad 10
Vypottéte derivaci funkce f(x) = x2.
Reseni

PouZijeme vzorec 3., kde @ = 2. Tedy (x2)" = 2x?~! = 2x. Vysledek plati pro x € R. Ke
stejnému vysledku jsme dospéli pomoci definice, viz Priklad 5.

Priklad 11
Vypoctéte derivaci funkce f(x) = i
Reseni

Protoze lze funkci f(x) = i pirevést i = x~1. Pouzijeme vzorec 3., kde « = —1. Tedy (x™1)" =

=(-Dx11=—x72= —xiz. Vysledek plati pro x € R\ {0}.

Priklad 12

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = Vx.
Reseni
1 1

Protoze lze funkci f(x) = vx pfevést vx = x2. PouZijeme vzorec 3., kde a = % Tedy (xf) =

DNsloly o1 1y , -
()xz =X _x%—zﬁ.VysledekplatlproxER .

14




Priklad 13

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = Vx.

Redeni

1 1
Protoze lze funkci f(x) = Vx prevést Vx = x3. PouZijeme vzorec 3., kde a = § Tedy (x§) ’

(l) x§_1 = lx_g =1 =" Vysledek plati pro x € R\ {0}
3 3 3y 3VaZ '

Pro x = 0 musime derivaci funkce f(x) = ix pomoci definice, viz P¥iklad 4.

Derivace aritmetickych operaci

Pro realné funkce f(x),g(x), k € R:

1. (k-f) =k-f~ 3. (f-g)=f9g+f-g
2 (fg)=f+g 4 (§) =FEtaro
Priklad 14

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = 3cosx.

Redeni

Podle vzorce 1. derivujeme realny nadsobek funkce cosx a dostaneme: (3cosx)” = 3(cosx)’

3 - (—sinx) = —3sinx pro x € R.
Priklad 15

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = §x3 + cotgx — In2.
Reseni

Podle vzorce 1.a 2. derivujeme (§x3 + cotgx — an) = §3x2 S

x € R\ {km}.

Poznamka: Je rozdil, jestli derivujeme konstantu, ktera stoji ve funk¢nim piedpisu jako

scitanec (Priklad 15 - In2 ) a jako Cinitel v soucinu (Priklad 14 - 3 - cosx).
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Pfiklad 16

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = x5e*.
Reseni

Derivujeme podle vzorce pro soucin dvou funkci - mocninné (podle vzorce 3.) a exponencialni
(podle vzorce 5.) a dostaneme:

(x%e¥) = (x°)e* + x>(e*)” = 5x*e* + x%e* = x*e*(5+ x) prox € R.
Priklad 17

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = §x5 —7x*+4x — 6.
Reseni
Derivujeme podle vzorce pro soucCet funkci (mocninné a konstanty) a dostaneme:

(3x5—7x%+4x—6) =5x*—7-2x+4-1-0=x*—14x + 4 prox € R.

Priklad 18

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = 5x2cosx + 7.

Reseni

Derivujeme podle vzorce pro soucin dvou funkci - mocninné (podle vzorce 3.)
a goniometrické (podle vzorce 8.) a dostaneme:

(5x%cosx +7)" = (5x%)’cosx + 5x%(cosx)” + (7)" =5+ 2x - cosx + 5x%(—sinx) + 0 =

= 10x cosx — 5x?sinx prox € R.

Priklad 19

vox o 1
Vypoctéte derivaci funkce f(x) = tgx + ~+x- Inx.
ReSeni
Derivujeme podle vzorce pro soucCet tii funkci (treti je soucinem linearni funkce a prirozeného

logaritmu) a dostaneme:

(tgx+l+x-lnx)’= ! —iz+1-lnx+x-l= ! —iz+lnx+1pro
X X X X

cos?x cos?x

xeR%\{@k+1)quez.
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Priklad 20

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = x2 — x% + 5%,
Reseni

Derivujeme podle vzorce pro soucet a rozdil funkci mocninnych a obecné exponencialy a
dostaneme:

1 1
(7 =+ 5) = @' = () + (5 = 20— (=337 + 5%In5 =
X X

3
=2x +—+5%In5 prox € R\ {0}.

Priklad 21

Inx

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = —
Reseni

Derivujeme podle vzorce pro podil funkci prirozeny logaritmus a linearni funkce a
dostaneme:

1
Inx\ , Inx) x—Inx(x)’ Zx-lnx1l 1_inx
(—) = () ) _ = = pro x € R*.

x x2 x2 x2

Priklad 22

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = xe* - sinx.
Reseni

Derivujeme podle vzorce pro soucin tri funkci (nejprve soucin xe* a sinx.) a poté prvni funkci
opét pomoci pravidla pro soucin funkci (linearni a exponencialy) dostaneme pro x € R:

(xe* - sinx)” = (xe*)” - sinx + xe* - (sinx)” = [(x)’e* + x(e*)’] - sinx + xe* - cosx =

=[1-e*+x-e*] sinx + xe* cosx = (1 + x)e*sinx + xe* - cosx .

Priklad 23

sinx-lnx

Vypoctéte derivaci funkce f(x) = — cosx.

17



Redeni

Derivujeme postupné podle vzorce pro rozdil funkci, pak podilu funkci a v ¢itateli podilu je
nakonec souéin funkci sinus a pfirozeny logaritmus a dostaneme pro x € R*:

sinx-lnx , sinx-inx)] , , sinx-lnx)x—sinx-lnx-(x)’ ,
( — cosx) = [%] — (cosx)" = ( ) = x) + sinx =
.1 ,
(cosx-lnx-x+smx-;)-x—smx-lnx-1 . x-cosx-lnx-x+sinx—sinx-lnx .
= 22 + sinx = 22 + sinx .

Derivace slozené funkce

Derivace sloZené funkce probiha pro vSechna pripustna x podle nasledujiciho vzorce:

[f(g(x))]’ = f’(y) - g'(x), kde po derivovani dosadime y = g(x) .

Priklad 24

Derivujte funkci f (x) = In(sinx).
Redeni

Derivujeme podle vzorce pro derivaci sloZené funkce, vnitini funkci je funkce sinus, vné;jsi
funkce je logaritmus. Obé jsou zakladni funkce, které derivujeme podle vzorci (vnéjsi funkci

s proménnou y): (lny)” = L. (sinx)” = cosx. Podle vzorce pro sloZenou funkci dostaneme (po
y

dosazeni vnitfni funkce y = sinx)

pro sinx > 0,tj.x € (2km; m + 2kn); k € Z:

, 1 1 cosx
f'(x) = =-cosx =——-cosx = — = cotg x .
y sinx sinx

Pfiklad 25

Derivujte funkci f(x) = cos(x3).
Redeni

Derivujeme podle vzorce pro derivaci sloZené funkce, vnitini funkci je funkce treti mocnina,
vnéjsi funkci je kosinus. Obé jsou zakladni funkce, které derivujeme podle vzorct (vnéjsi
funkci s proménnou y): (cosy)” = —siny ; (x3)" = 3x2 . Podle vzorce pro sloZenou funkci
dostaneme (po dosazeni vnitfni funkce y = x3) pro x € R:

f(x) = —sin(x3)-3x%2 = —3x2sin(x3).

18



Priklad 26

Derivujte funkci f (x) = sin*(x).
Redeni

Derivujeme podle vzorce pro derivaci sloZené funkce, pripomeiite, ze sin*(x) = (sinx)*
vnitini funkci je funkce sinus, vnéjsi funkci je funkce ¢tvrtd mocnina. Obé jsou zakladni funkce,
které derivujeme podle vzorct (vnéj$i funkci s proménnou y): (y*)”" = 4y3 ; (sinx)” = cosx.
Podle vzorce pro sloZenou funkci dostaneme (po dosazeni vnitini funkce y = sinx) pro x € R:

f'(x) = 4(sinx)3 - cosx = 4sin3x cosx .
Priklad 27

Zderivujte funkci f(x) = 26055%,
Redeni

Derivujeme podle vzorce pro derivaci sloZzené funkce, jde o sloZeni tii funkci. Vnéjsi funkce je
exponencidlni y = 2%, vnitfni funkce cos5x je slozena z vnéjsi funkce cosy a vnitini funkce
5x (dosadime y = 5x) pro x € R:

f(X) — (ZCOSSx)f — COS5X ., [nD . (=sin5x) - 5 = —=5In2 - sin5x - 2COS5X
Priklad 28

Derivujte funkci f(x) = e¥*3t9%

Redeni

Derivujeme podle vzorce pro derivaci slozené funkce, vnéjsi funkce je exponencialni e” a
vnitini funkce je soucet v exponentu (soucet linedrni funkce a funkce tgx), dostaneme pro

xeR\{@k+n§Lke%

f(x) = (eX*3t9%) = (e¥) = e¥ - y’ = e¥*3t9* (1 +3-

— ex+3tgx (1 + 32 )
cos“x

c052x>
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Cviceni
A. Derivujte podle vzorct funkce f (x) (v bodech, kde derivace funkce existuje):

1. f(x) =x3Inx + e?
2. flx) = ix“ + 7x — 3logs x

3. f(x) =2Vx+3Vx +nd

4. f(x) = cotgx —xz—7+i

b

5. f(x) _ (sinx)

CcoSXx
6. f(x)=tg2x
7. f(x) =x3-cotgx
8. f(x)=xe*+x32%
x-1
9. flx)=—

1

sinx

10. f(x) =
11.  f(x) = (x?2+ 7x + 5)10
12.  f(x) = 5%

13. f(x) = eV*1

14. f(x) =V8x — x2

x+3

15. f(x) = ?
16. f(x) = (34—x — x2_3) sin2x
17.  f(x) = In(cosx) — 2tg?x

B. Derivujte funkce f(x) v jejich defini¢nim oboru (podle vzorci):

1. f(x)=3x-— 4+%
2. fl)=mnx*+1)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

fO) =3Vx—=
f(x) = 7x*Inx

o) ==

Inx
f(x)=In (i—:)

f(x) = Y3sinx — 8

f) =2

0 =

f(x) _ x3;>2c+2

flx) = %

f(x) = Z—i

f) =25

fo) =22

f) =222
YUOR e

f(x) = cotgx ===
F(x) = (sinx + x6)*

f(x) = 5sin(2x — 4)
f(x) =In (E)
f(x) = (tgx)?

flx) = eV*3

f)=Vx-(x+1)



C. Vypoctéte derivaci funkce f (x) v prislusném bodé (podle vzorci):

1. f(x)=x*+3x%—Inx vbodéc =1
2. f(x)=x-Inx vbodéc =1
4-3x 1
3. fx) = S vbodéc = 3
4. f(x) = 25in;£ vbodé c = g

5. f(x)=vVx2-9 vbodé c = 3V2

4sinx v _r
6. f(x)= o v bodé ¢ = .
7. f(x) = —4in(cosx) v bodé ¢ =g
1
8. f(x)=ex(4x+8) vbodéc =2
_ _Vx .
9. fx) = 3 vbodéc =9
10. f(x) =tg2x vbodé ¢ = g
11. f(x) = e¥*1 vbodéc =9
12. f(x) =In(x*+1) vbodéc=1
x2
13. f(x) == vbodéc =1
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Vysledky

A. VSechny funkce jsou derivovany tam, kde jsou definovany, defini¢ni obory ve vysledcich
nejsou uvedeny:

3
1. f(x) = 3x%lnx + x; = 3x2%Inx + x?

3

2. f(x)—— 4x3+7-1-3- ﬁ—x +7—%
3. fF=2-51+ 3§x§+0=%§+3\/%_2

4 [l =- sm2 :;_: B 2\;9?

5. f(x) = cosx-coiz;s;nx-sinx _ Sinz:j;-zczszx _ Co;x
6. f(0)= cosZZx - COSZZZx

3

¥ x%*(3sinxcosx—x)

7. f'(x) =3x?%-cotgx + x3 (— : ) = 3x2 - cotgx —

sin?x sin?x sin2x

8. f'(x)=e*+xe*+3x%2%+x32%In2 = e*(1 +x) + x22*(3 + x - In2)

9. f)=

(x+1)2

cosx

10. f'(x) =  sinZx

11. f/(x)=10-(x2+7x+5)°- 2x+ 7) = (20x + 70)(x? + 7x + 5)°

12.  f'(x) = 55" . [n5 - cosx

, eVx-1
13. f'(x) = .
14. f'(x) = — x2
15 f'(x) _ exz—(x+3)-ex2-2x e*? (1-2x2 6x) (1—-6x—2x2)

O}

16. f'(x) = G - 37362) sin2x + (32—x - x3) cos2x

17. f,(x) - colsx
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1

f ()= 3_3\/7—4)2

2x
x2+1

)=

, 1 8
fO=gmt+s

f(x)=7x3(4Inx + 1)

Inx—-1 _ Inx-1

f (x) = (Inx)2 ~ In2x
) _ 1 (eD-(x-1) _ 2 —_2
f (X) - % (x+1)2 - (x—1)(x+1) T ox2-1

CoSsx

e o2 ___cosx
f() = 3 @sinx —8)7 - (3cosx) = s

x242x _ x(x+2)

)= e = Gy
f'(x) _ cosx-(1—cosx)—sinx-sinx _ cosx—1 _ (1-cosx) 1
- (1—cosx)? - (1—cosx)? - (1—cosx)? " cosx—1

, (3x2-1)x?—(x3-x+2)2x  x*+x%—4x

e = £ =T
N
Fe = (%) = (x) ==
=\z) =) ==

, _e¥(2x—x?)  2x—x?
f(x) - (e*)2 T ex

, x(1-2Inx) 1-2Ilnx
f = 2 1o

, _ ﬁ—zlogx
froo = B2

, (5x*-2)x?—(x°-2x)2x  3x*+2 , x5 2x\ 2
f(x)= = =— nebof(x)z(x—z—x—z)=3xz+x—2

, __ cos*x+2sin®x
f (x) - cos3x

, _ 1 sinx+cosx
f (x) - sin2x eX

f'(x) = 4-(sinx +x°)* - (cosx + 6x°)
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19.

20.

21.

22.

23.

10.

11.

12.

13.

f'(x) = 10-cos(2x — 4)

, _ il . —xX—1-2+x -3
fl) = 2-x  (x+1)2  (2-x)(x+1)
, _ 3sin®x
f (x) T costx
’ \/'_ 3.

fx) = #x_z(x +1)+ Vx

f(x) = 4x3 +6x—— ffaa)=9
fx) = lnx+x-§; f()=1

) =

(z+3x)2 f G) =2

P =coss p(2) =2

f) = ==

fx () = ?1(3-(15()):;)12) - 1+josx' f (E) =4
f(x)=4tgx; f (g) =443
fx) = 9%'(—3—%+ 4); f(2)=0

fx) = 5 f(9) =—

2\/_(2«/—+3) 162
, — 9. 1 _ 2 AT _
f () =2 (cos2x)2  cos?2x’ f (2) =4

f =t () =%

&) = =1

2+1

f()—z” fay=-
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2. Pouziti derivaci pri vypoctu limit funkci

"

a,

“

O=|O
+||+
8

Nasledujici pravidlo pro pocitani limit se tyka pouze neurcitych limitnich typa

PouZzijeme-li jej pro limitu jiného typu, pravdépodobné dostaneme zcela nespravny V}_Isledek
Véta: L'Hospitalovo pravidlo

£2) $00,, fx) f(x)
o typu,, “nebo = " , limita £1_r>161 s lgcl e

strané existuje (pro c € RU {0} ). Strucné receno limita podiluy, ktera je neurcitého

Je-li limita hm , pokud limita na pravé

limitniho typu ,,— “nebo ,,+°° se vypocita jako limita podilu derivaci Citatele a jmenovatele

L ’Hospitalovo pravidlo platii pro jednostranné limity.

Priklad 1

Vypoctéte limitu lim ==
x—0 2Xx

ReSeni
R . e e 0 oy NP . :
JelikoZ dosazenim x = 0 zjistim, Ze limita je typu »g "y mizeme pouzit L’Hospitalovo pravidlo.

Zderivujeme zvlast Citatele a jmenovatele a pak dosadime opét x = 0:

. Sinx . (sinx)’ cosx cos0 1
lim—= lim——= lim = =-.

x—0 2Xx x—0 (2x)° x—0 2 2 2

v vils , . . [ 1z N virs 0, too
Nékdy pouZitim L"Hospitalova pravidla ziskame opét neurcity typ vy nebo +—Z . Pak

pouZzijeme pravidlo opakované vicekrat, az dojdeme ke konkrétnimu vypoctu limity.

Priklad 2

YT . x?
Vypoctéte limitu lim —

X—00
ReSeni
JelikoZ dosazenim x = oo zjistim, Ze limita je typu ,,2“, miiZzeme pouzit L’'Hospitalovo pravidlo.
Derivujeme zvlast Citatele ajmenovate a pak dosadime opét x = co:

x? (x 2)' _ 2x
lim — = lim im
x-w 2% x00(2%) x-w 2% - N2

26



zjistime, Ze limita je typu 'E"- Pouzijeme L'Hospitalovo pravidlo jesté jednou:

Lo @0
Pt 2% In2 e (2¥-In2)" featl 2% - In2 - In2

a po dosazeni x = oo dostaneme:

x? 2 2
lim — = lim = =
x—00 2% x—00 2% - [n2 - In2 2% [n2 - In2

2
~ =0,
[0 0]

Pozn.: L'Hospitalovo pravidlo miiZeme po dpravé pouZzit i na jiné neurcité limitni typy, napr.
n(XD — 00 “ nebo uO ) (iw) "'

Typ ,00 —o0 “

V téchto prikladech jde o limitu rozdilu A — B, kde lim A = o a lim B = 0. Ve vétsiné téchto
prikladi staci vytknutim jednoho z vyrazi A, B prevést rozdil limit na soucin a poté
dostaneme podilovy typ, ktery dopo¢teme L'Hospitalovym pravidlem, tj. lim(4 — B) =

lim A (1 - E) = oo(1 — L), kde limitu lim% = L vypocitame L’Hospitalovym pravidlem.

Priklad 3

Vypoctéte limitu lim (x — Inx).

X—00
Redeni

Vytkneme x: lim (x — Inx) = limx (1 — m—x)
X—00 X

X—>00
L’Hospitalovym pravidlem spocitame limitu podilu v zavorce:

. Inx . (Inx)
lim — =lim ——= =
x—oo X x—o00 (x) x—oo 1 x—o0 X

Dosadime do pdvodni limity: lim (x — lnx) = limx (1 - InTx) =00-(1—-0)=o00,
X—>00

X—00

Typ ,0 - (£o0) “

V téchto prikladech jde o soucin A - B, kde lim A = 0 alim B = t oo . Tento soucin Ize
jednoduse prevést na podil,atobud A-B = ﬁ, coZ je vyraz, jehoz limita je typu ,,% “ nebo 4 -
+

B = % limitniho typu ,,+—: “.V obou pripadech jde o vyraz vhodny pro pouZiti L"Hospitalova

pravidla (a aspoii jeden z nich ptlijde spocitat).
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Priklad 4

Vypoctéte limitu lim x - Inx.
x—-04

Reseni
Jde o typ ,,0 - () “, vyraz pievedeme na podil a L"Hospitalovym pravidlem vypocitame:

1

. . Inx . (iInx )’ . ” .
lim x-lnx = lim — =1lim —= = lim —*5 = lim (—x) = 0.
x—04 x—-04 X x—04 (x=1) x—04 =X x—04
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Cviceni

Vypoctéte limity funkci:

1. lim—= 2. lim——<
x-0 tgx x—0 X
21 4, lim —=
3. x—0 X2+x x——co €741
_ 2_
5. lim Y2/ Lreosy 6. limmZr—
x—0 sinx x—13x4—-2x-1
20 _ 5x_ —_
7 lim x40 20x+19 8. 1ime 'Sx 1
x—1 x40-40x+39 x—0 Sin2x
9. lim 15 10, lim 22
x—00 Xt +x2—x x—oo €e*
11. 3T+l 12.  lim x - In(sinx)
x—00 X345 x—04
13. lim (x —e¥) 14. lim (x? — 2%)
X—00 X—00
15.  lim (Inx + cotgx) 16. lim (x3 — In2x)
x—-04 X—00
17. lim (e3* — In4dx) 18. lime™ - In2x
X—00 X—>00
19.  lim x-e*° 20. limx3-Inx
X——00 x—04
21.  lim x - cotgx 29 x’+2x
x=04 " x50 eX+3
Vysledky
1 19 25
1. 1 2. 1 3. 2 4, 5. 0 6 1 7 3 8 Y
9. 0 |10. 0 |11. oo |12. 13 -o0 |14, -0 |15, o |16,
17. o |18 0 |19. 0 |20. 21, 1 |22 opakovat trikrat
L Hospitalovo pravidlo
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